Mini-projet

Mathieux Tony

27 janvier 2016






Table des matiéres

Avant-propos.

Introduction.
2.1 Paramétrage rationnel. . . . . . ..o
2.2 Réduction . . . . . . .

Rappels et compléments concernant les nombres p-adiques.

3.1 Lanneau Z, et le corps Q,. . . . . . .. L
3.2 Equations p-adiques. . . . . . . . . ...
3.3 Lescarrésde Qp. . . . . . ..
Symbole de Hilbert.

4.1 Propriétés locales. . . . . . . oL
4.2 Propriétés globales. . . . . . . . e
Formes quadratiques sur Q,.

5.1 Reésultats généraux sur les formes quadratiques. . . . . . . . . ...
5.2 Formes quadratiques sur Q,. . . . . . . ... oL

Théoréme de Hasse-Minkowski.

Compléments.

7.1 Contre-exemples au principe «local-global». . . . . . .. .. .. ... ... ... ... ...,

7.2 Les équations diophantiennes homogeénes de degré 1.. . . . . . . . . . .. ... ... ...
7.2.1 Une équation. . . . . . . . . . . e
7.2.2 Systémes d’équations linéaires . . . . . . . . . ...
7.2.3 Conclusion . . . . . . . . . e e

11
11
12
13

15
15
18

21
21
22

25



TABLE DES MATIERES



Chapitre 1

Avant-propos.

Les équations diophantiennes, du nom du mathématicien grec Diophante (I11¢ siécle aprés J.C), sont des
équations polynomiales en plusieurs variables, dont on cherche des solutions en nombres entiers ou rationnels.
La résolution de ces équations est généralement difficile et utilise des outils variés tels que les nombres p-
adiques, les anneaux d’entiers d’un corps de nombres ou encore la géométrie des nombres dans les réseaux de
R™ par exemples. Dans ce projet nous utiliserons essentiellement les nombres p-adiques ainsi que des formes
quadratiques et nous nous intéressons aux équations diophantiennes

P(Xy,...,X,)=0 (1.1)
ou P € Q[Xi,...,X,] est un polynome homogéne. On remarque que pour ce type d’équation il revient au
méme de chercher des solutions dans Q"/{(0,...,0)} ou dans Z"/{(0,...,0)}. Nous considérerons essentielle-

ment le cas ot P est de degré 2, le point central du projet étant la démonstration, au chapitre 6, du théoréme
de Hasse-Minkowsi qui illustre un principe «local-global» ; la démonstration proposée est extraite du livre de
Jean-Pierre Serre [1]. Les parties 3.1, 3.2 et 5.1 sont composées d’énoncés sans démonstration (essentiellement
des rappels) dans le but de faciliter les références a des notions et résultats supposés connus concernant les
nombres p-adiques et les formes quadratiques. Les compléments du chapitre 7 présentent notamment un cas
particulier ou P est de degré 3 ainsi qu'une étude des systémes d’équations diophantiennes homogénes de
degré 1.
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Chapitre 2

Introduction.

2.1 Paramétrage rationnel.

Commengons par déterminer les triplets Pythagoriciens c’est-a-dire les triplets (x,y,2) € N3 tels que

2?2 + % = 22

Proposition 1 Pour que (z,y,2) € N3 soit solution de I’équation
2?4yt =27 (2.1)

il faut et il suffit qu’il existe u,v € N premiers entre euz et d € N tels que (x,y,z) ou (y,z,z) soit égal a
(d(u? —v?), 2duv, d(u? + v?)).

Démonstration :

La condition est suffisante car :

(d(u? —v*))? + (2duv)? = d*u* — 2d*u*v? + d*v* + 4d*u?v?
= (du?)? + 2du*dv® + (dv?)?
= (d(uv® + v?))*.

Montrons qu’elle est nécessaire. Soit (r,y,z) € N3 vérifiant (2.1). Ecartons le cas ryz = 0 qui est bien de
la forme indiquée (par exemple si y = 0 alors on prend u = 1, v = 0 et d = z(= 2)). En divisant z,y, 2
par pged(x,y, z) on obtient une autre solution, on peut donc supposer que pged(z,y, z) = 1, on obtient les
autres solutions en multipliant z,y, z par d € N. Par (2.1), x,y, z sont premiers entre eux deux a deux, en
particulier il est impossible que deux de ces nombres soient pairs. De plus x et y ne peuvent étre impairs
tous les deux car on aurait alors 22 = 1 (mod 4),y*> =1 (mod 4) d’ou 2% = 22 + y?> = 2 (mod 4) et alors 2
diviserait z et on aurait 22 = 0 (mod 4) ce qui est absurde car 0 # 2 (mod 4). Quitte & échanger = et y on
peut donc supposer x impair et y pair. Nous terminons alors la preuve par un raisonnement d’arithmétique,

une méthode alternative sera exposée dans la remarque suivante.

On écrit alors y* = 22 —2? = (2 — 2)(2 + x). Comme le pged de 2z et 2z est 2, et que 2x = (2 + ) — (2 —

x), 2z = (z+z)+(2—x), le pged de z+x et de z—x est égal & 2. Posons alors y = 2y, z+x = 22/, 2 —x = 22/,
ou 2',y, 2 € Z. On a alors y'? = 2’7, et comme 2’ et 2z’ sont premiers entre eux, nécéssairement 2’ et 2’ sont
des carrés : @/ = u? et 2 = v?, w,v € Z. On adonc z + 2 = 2u?, z —ax = 20% et y? = 2u*20? d'ou
r=u?— y=2uvetz= u? + v2. De plus u et v sont premiers entre eux sinon z, Yy, z auraient un facteur
premier en commun, ce qui est exclu. /]



8 CHAPITRE 2. INTRODUCTION.

Remarque 1 Une autre facon de terminer la preuve précédente et d’utiliser un paramétrage rationnel du
cercle unité. Posons X = £ et Y = £ Alors 2® + y* = 2° si et seulement si X? +Y? = 1. Nous cherchons
donc des points a coordonnées rationnels sur le quart de cercle trigonométrique X = 2 >0,Y = 2 > 0. Or ce

quart de cercle admet le paramétrage, ou t €]0, 1],

2

1-X
SiteQ alors X,Y € Q. Réciproqguement, si X,Y € Q alors t* = X € Q et donct = Y € Q. Ainsi,

pour connaitre les solutions premiéres de (2.1) il suffit de choisir t € Q et alors x,y,z sont déterminés par
le fait que X = Z et Y =Y, les fractions étant écrite sous formes réduites (c’est-a-dire que les fractions ont
été simplifiées puis ramenées au plus petit dénominateur commun) avec x impair. Soient alors v € N,u € N*
premiers entre eut, et t = 7. On a :

1—t*  w?—? 2t 2uv

14+t2 w24 0? 14+t2 w2402

Vérifions que u® — v?%, 2uv, u® + v? sont premiers dans leur ensemble, ils seront alors égaux respectivement a
x,y, 2 par unicité de la forme réduite de X et Z. Soit p un diviseur premiers de ces trois nombres. Alors p
divise (u? + v?) + (u* — v?) = 2u® et (v + v?) — (u? —v?) = 202 Sip # 2 alors p divise u et v, ce qui est
ezxclu car pged(u,v) = 1. Donc p = 2, et le fait que 2 divise u* + v* nécéssite que u et v soient de méme
parité. Mais comme u et v sonl premiers entre euz, ils dowent donc étre impairs : uw =2k + 1, v =2m + 1
et alors u? — v? = 4k + 4k* — 4m — 4m?, 2uv = 2(1 + 2k + 2m + 4km), u? + v* = 2 + 4k + 4k* + 4m + 4m?.
On peut simplifier par 2. On obtient des nombres premiers entre eux dans leur ensemble qui seront égauz @
x,y, 2 par unicité de la forme réduite de X et Y. Mais ceci implique que x est pair ce qui est exclu. Le facteur
2 est a rejeter et les trois nombres considérés sont effectivement premiers entre eur dans leur ensemble, égaux
0 x,y, z. Ainsi pour toute solution (z,y,z) € N® avec pged(z,y,2) = 1, x impair et y pair on a z impair et il
existe u,v € N premiers entre euz tels que v = u®? —v?,y = 2uv et z = u?® + v2. 1

La méthode employée pour résoudre (2.1) est applicable a d’autres équations du type (1.1). Il suffit
d’avoir un paramétrage rationnel de I'hypersurface (H) d’équation P(z1,...,x, 1,1) = 0. Pour obtenir un
tel paramétrage on peut procéder de la maniére suivante : connaissant un point z de cette hypersurface a
coordonnées rationnelles, si une droite de pente rationnelle passe par z et rencontre I’hypersurface en y alors y
est & coordonnées rationnelles, et réciproquement si y est un autre point de (H ) a coordonnées rationnelles alors
la droite passant par y et z est de pente rationnelle. On est donc parfois ramener a trouver, si elle existe, une
solution non nulle (puisqu’on veut P(xy,...,z, 1,1) = 0) de (1.1). Le théoréme de Hasse-Minkowski indique
une condition nécéssaire est suffisante pour qu'une équation (1.1) avec P homogéne de degré 2 admette une
solution non nulle.

Terminons cette partie par un exemple de degré 3.

Exemple :
Considérons I’équation

2?4+ 9 = xyz. (2.2)

Montrons que (z,y, z) € Z3 est solution de cette équation si et seulement §’il existe u, v € Z premiers entre eux
et d € Z tels que (x,y, 2) = (duv?, du?v, d(u?+v3)). Soit (z,y, z) une solution de (2.2). Si z = 0 alors 'ensemble

des solutions est {(z,—x,0),z € Z}. Soit d = pged(z,y,2). On remarque que (4,%,5) et (—z,—y, —z) sont
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solutions de (2.2), donc on peut supposer d = 1 et z > 0, on obtiendra alors toutes les solutions en multipliant
x,y, 2 par un entier relatif. Posons X = Z et Y = £. Alors le point de coordonnées (X,Y") est & coordonnées
rationnelles sur la courbe C de R? d’équation X? + Y3 = XY (Folium de Descartes). Réciproquement, tout
point M a coordonnées rationnelles (X,Y’) de C autre que lorigine fournie une solution du type indiqué en
exprimant les rationnels X = £ et Y = £ comme fractions réduites puis ramenées au plus petit dénominateur
commun. En recoupant C avec les droites d’équations Y = tX, t € Q on obtient le paramétrage rationnel
X = 1%3, Y = lfr% des points autres que l'origine. Pour t € Q on a X € Q et Y € Q. Réciproquement
siXeQ etY € Q alors ¢ := % € Q (on a X # 0 en-dehors de l'origine). Pour tout t = * € Q avec
u € Z*, v e N* et pged(u,v) = 1, on obtient x = uv? y = u?v, 2 = u® + v3 premiers dans leur ensemble (on
remarque que les solutions (0,0, 2), z € Z sont aussi de cette forme). Réciproquement, pour tout u,v € Z,
(uv?, u?v, u® + v3) est bien solution de (2.2). 1

2.2 Reéduction

Considérons I’équation :
P(Xy,...,X,) =0 ou PeZ|Xy,...,X,] (2.3)

Dans le but de déterminer si cette équation posséde ou non une solution, on peut I’étudier sur un anneau
Z/nZ ou sur un corps Q,. Dans cette partie nous allons considérer la réduction modulo un entier.

Proposition 2 Si l’équation (2.3) admet une solution entiére alors elle admet une solution dans Z/nZ pour
tout entier n.

Démonstration :
Cela résulte immédiatement du fait que la projection canonique Z — Z/nZ est un morphisme de groupes.

Exemple :

On considére équation 15x% — 7Ty* = 9. Alors on obtient —2y* = —1 (mod 5) soit 2y* = 1 (mod 5). Puis
Iinverse de 2 modulo 5 est 3 donc on obtient I'équation y* = 3 dans Z/5Z. Or I'ensemble des carrés de Z/5Z
est {0, 1,4} donc I’équation n’a pas de solution.

En revanche la réciproque de la proposition est fausse comme le montre I’exemple suivant.

Proposition 3 L’équation (E) : (z? — 13)(z* — 17)(2* — 221) = 0 n'admet pas de solution dans Z mais elle
en admet dans Z/nZ pour tout n € N*.

Démonstration :

Cette équation n’a pas de solutions entiéres car 13,17 et 221 ne sont pas des carrés dans Z.

Montrons que cette équation a au moins une solution dans Z/nZ (n € N*). Le cas n = 1 est trivial. Par le
lemme chinois il suffit de montrer que (E) a une solution dans Z/p'Z pour tout nombre premier p et tout
entier non nul 7. Soit p un nombre premier. On commence par montrer que (E) admet une solution dans
Z/pZ, Pour cela on montre que 13 ou 17 ou 221 est un carré modulo p. On remarque que 221 = 13 x 17 et

13\ /17 221

par la multiplicativité du symbole de Legendre on a, pour p # 13,17, (—) (—) = (—), donc soit 13 ou 17
p p p

est un carré modulo p, soit ni 13 ni 17 ne sont des carrés modulo p mais dans ce cas 221 est un carré modulo

p, de plus 13 est un carré modulo 17 et 17 est un carré modulo 13, donc dans tous les cas (E) admet une
solution dans Z/pZ.
La fin de la preuve résulte du lemme suivant (17 est un carré modulo 2 et 17 =1 (mod 8)).
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Lemme 1 Soit p un nombre premier et a € Z* un carré modulo p.
Sip # 2 alors a est un carré modulo p* pour tout i € N*.
Sip=2etsia=1 (mod 8) alors a est un carré modulo p' pour tout i € N*.

Démonstration :

On raisonne par récurrence sur i € N*. On note P; la proposition «a est un carré modulo p'».

Par hypothése P; est vraie.

Soit ¢ € N*, supposons que P; est vraie et montrons que P;,; est vraie.

Supposons dans un premier temps p # 2. Comme P; est vraie, il existe zg € Z tel que a = z2 (mod p'). On
veut montrer qu’il existe x; € Z tel que a = z7 (mod p*!), on cherche z; sous la forme z; = zq + p't. On a :

2= x% + 2p'zot + p*it?
= 275 + 2p'wot  (mod p't)

2
2 a— Iy

Or 2 et @, sont inversibles dans Z/pZ et par hypothése p' divise a®> — 23 donc en posant ¢ = et

2p‘ag

(a—z3)?
4:Eg

Suposons maintenant p = 2 et a = 1 (mod 8) alors on a aussi a = 1 (mod 4) et comme 1 est un carré modulo

4 et 8, Py et Ps sont vraies. Soit alors un entier i > 3 tel que P; est vraie. Il existe alors (g, k) € Z? tel que
_ .2 ; _ i—1 _ a—ad Ca2 a—zf\2 4 (a—x3)® k2522

a = x5+ k2'. On pose 7 = x¢ + 2' tavect‘— T, tona:ay = (%-Fﬁe)) =a ﬁ%} = a” =277 avec

20 —2>i+1cari>3donc z? =a (mod 271).

Ceci achéve la récurrence. )

r1 =29+ ptonaa=z? (modp™t) (car 22 = a + et a — x3 est un multiple de p').

Nous allons dans la suite du projet étudier «localement» I’équation (1.1).



Chapitre 3

Rappels et compléments concernant les nombres
p-adiques.

Les parties 3.1 et 3.2 sont composées de rappels, essentiellement sans démonstration, concernant les
nombres p-adiques. Dans tout ce chapitre, p désigne un nombre premier.

3.1 L’anneau Z, et le corps Q,.

Pour tout entier n > 1, on pose A, = Z/p"Z. Etant donné un élément de A, 1 on peut considérer un de
ses relévements dans Z puis sa projection dans A,,, on obtient ainsi un morphisme d’anneaux

¢n+1 : An+1 - An
qui est surjectif, de noyau p"A,,..

Définition 1 On appelle anneau des entiers p-adiques, et on note Z,, la limite projective du systéme (A, ¢n)n>1.-
Ainsi un élément x € Z, est une suite (z,)n=1 € | [ Ay telle que ¢y () = Tp—1 sin = 2. L'addition et la
multiplication de Z, sont définies coordonnées par coordonnées.

Définition 2 On appelle groupe des unités p-adiques le groupe multiplicatif U := 7, el pour toul n = 1, on
pose U, = 1+ p"Z,.

Proposition 4 Pour tout n € N* on a lisomorphime d’anneaus suivant : Z,/p"Z, ~ Z/p"ZL.

Proposition 5 Pour qu’un élément de Z, (resp. A,) soit invesrible, il faut et il suffit qu’il ne soit pas divisible
par p. De plus, tout élément non nul x de Z, s’écrit de fagon unique sous la forme x = p*u avec k € N et

ueuU.

L’entier k de la proposition précédente s’appelle la valuation p-adique de z et se note v,(x). On pose v,(0) =
+00, et pour tout z,y € Z, on a :

vp(ry) = vp(x) + vy(y)
vp(x + y) = inf(v,(x), v,(y))
vp(x +y) = inf(v,(2),v,(y)) st v,(x) # vy(y).

La premiere formule montre que Z, est intégre.

On munit les A,, de la topologie discréte et Z, de la topologie produit.

11
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Proposition 6 La topologie de Z, peut étre définie par la distance
d(aj) y) — pi’up(xfy).
L’anneau Z, est un espace compact, complet, dans lequel Z est dense.
Définition 3 On appelle corps des nombres p-adiques, et on note Q,, le corps des fractions de ['anneau Z,,.

On a Q, = Zy[p~'] et tout élément 2 € Q} s’écrit de facon unique sous la forme p™u avec n € Z et u € U.
L’entier n s’appelle la valuation p-adique de z et se note v,(z). On a v,(x) = 0 si et seulement si x € Z,; et si
x est un carré dans Q, alors v,(x) est pair.

Proposition 7 Le corps Q, muni de la topologie définie par la distance d(x,y) = p~ (=Y est localement
compact et Z, en est un sous-anneau ouvert; le corps Q est dense dans Q,.

3.2 Equations p-adiques.

Dans cette partie nous nous intéressons équations f(zi,...,2Z,) = 0 o f € Z,[Xy,...,X;,], m € N*
et p premier. On dit que x = (z1,...,2,) € Z) est primitif s’il existe i € [1,m]] tel que x; est inversible,
c’est-a-dire que x; n’est pas divisible par p. Nous donnons une preuve des résultats que nous utiliserons par
la suite.

Proposition 8 Soit f € Z,[X1,..., Xy un polynome homogéne. Alors f a un zéro non trivial dans Q' si
et seulement si f a un zéro primitif dans Z;'.

Démonstration :

Supposons qu'il existe v = (z1,...,2,) € Q)'/{(0,...,0)} tel que f(x) = 0. On pose h := min(v,(z1), ..., vp(Tm))

(h < +oocarz # 0) et y = p~"x. Alors y est un élément primitif de Z" et f(y) = 0. La réciproque est évidente.
Le lemme suivant est ’analogue p-adique de la méthode de Newton.

Lemme 2 Soit f € Z,[X]. Soient x € Z, et n,k € N tels que 0 < 2k <n, f(z) =0 (mod p)" et v,(f'(x)) = k.
Il existe y € Z,, tel que :
fly) =0 (mod p"*')
W @) =k et y=z (mod ;).

Le théoréme suivant permet de demontrer I’existence d’une racine d’un polynéme a plusieurs indéterminées
sur Zy.

Théoréme 1 (Lemme de Hensel) Soient f € Z,[X1,...,Xn], © = (x1,...,2m) € Z", nk e N et j €

D

0
1, m]. On suppose que 0 < 2k <n, f(z)=0 (mod p") et vp(an(x)) = k.
J

Alors il existe y € Zy' tel que f(y) = 0 et y =z (mod p" ") (on dit que x se reléve en une solution exacte).
Corollaire 1 Supposons p # 2. Soit f une forme quadratique sur Q, a coefficients dans Z,,

f(Xy, .., X)) = Z a;; XiX; € Lp| Xy, ..., Xm]| avec a;j = aj;,

1<i,j5<m

dont le discriminant det((a; j)1<ij<m) est inversible. Soit a € Z,,. Toute solution primitive de [’équation f(x) =
a (mod p) se reléve en une solution eracte.



3.3. LES CARRES DE Q5. 13

Démonstration :
Soit x € Zy primitif tel que f(x) —a =0 (mod p). Les dérivées partielles de f —a sont, pour j € [[1,...,m],

of —a) &
—6X] = 2;1012"in.

Mais par hypothese I'une des composantes de = n’est pas divisible par p, I'un des coefficients a; ; n’est pas

. o of —a) L
divisible par p et p # 2, donc il existe j € [[1,...,m] tel que v # 0 (mod p) et par le théoréme
J

précédent (appliqué avec n = 1 et k = 0) z se reléve en une solution exacte. [1]

Corollaire 2 Supposons p = 2. Soit f une forme quadratique a coefficients dans Zo,

f(le---aXm) = Z ai’inXj EZQ[Xl,...,Xm] avec a; ; = Qj;,

1<i,g<m

dont de discriminant det((a; j)1<ij<m) est inversible. Soit a € Z,. Toute solution primitive de l'équation
f(z) = a (mod 8) se reléve en une solution ezacte.

Démonstration :
Soit x € Z5' primitif tel que f(z) —a =0 (mod 8). Les dérivées partielles de f — a sont, pour j € [[1,...,m],

of —a) %
a—)(j = 2; ai,in-

—1

Mais par hypothése l'une des composantes de x n’est pas divisible par 2 et I'un des coefficients a;; n’est

o(f —a) - o
% # 0 (mod 4) et par le théoréme précédent
J

(appliqué avec n = 3 et k = 1) x se reléve en une solution exacte. []

pas divisible par 2 donc il existe j € [[1,...,m] tel que

3.3 Les carrés de Q.
On note Q#* = {z € Q},3y € Q : = = y*}. Les résultats suivants décrivent Q3* et QF/Q3>.

Théoréme 2 Supposons p # 2, et soit v = p"u e Qy avecn € Z et uw € U. Pour que x soil un carré dans Q,
il faut et il suffit que n soit pair et que l'image u de u dans U /Uy = T} soit un carré.

Démonstration :

Ecrivons u = Z,‘Zg cep® avec 0 < ¢, < p, et ¢g # 0. On remarque que % = cp. Supposons qu’il existe
y=pTveQy, avec me Z et vel, tel que y?> = x. Alors n = 2m donc n est pair et, si v =b (mod p), on a
co = b* (mod p). Réciproquement, supposons que n = 2m et ¢y = b*> (mod p) (b € Z*). Notons F le polynome
X2 —wu;ona F(b)=0 (mod p) et F'(b) =2b =0 (mod p), donc par le lemme de Hensel il existe v € Z, tel
que F(v) =0et v=> (mod p). Ainsi z = (p™v)% [

Corollaire 3 Si p # 2 alors le groupe Q;/@;Q est isomorphe & Z/27 x 7J27., et il admet pour systéme de
représentants {1, p,u, up} ot u € U est tel que sont image dans U/U, n’est pas un carré.

Démonstration :
C’est, immeédiat.
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Théoréme 3 Pour qu’un élément x = 2"u e QF, avecn € Z et uwe U, soit un carré dans Q3 il faut et il suffit
que n soit pair et que u=1 (mod 8).

Démonstration :

Supposons que x soit un carré dans Q3. Alors n = 2m donc n est pair et, comme le carré d’un nombre impair
est toujour congru a 1 modulo 8, on a v = 1 (mod 8). Réciproquement, supposons que n = 2m et u = 1
(mod 8). Notons F le polynéme X% —u; on a F(1) =0 (mod 8) et F'(1) =22 0 (mod 4), donc par le lemme
de Hensel il existe v € Zy tel que F(v) =0et v =1 (mod 4). Ainsi z = (p"v)%. [

Corollaire 4 Le groupe Q3/Q3? est isomorphe a Z/27 x 7)27 x Z/27, et il admel pour systéeme de repré-
sentants {£1,+5, £2, +£10}.

Démonstration :

Par le théoréme précédent, le systéme des résidus 1,3,5,7 modulo 8 est un systéme de représentants des classes
résiduelles du quotient du groupe des unités 2-adiques par le sous-groupe de ses carrés. On ajoute alors a ce
systéme les produits de ces résidus par 2.

Théoréme 4 Le groupe Q;Q est un sous-groupe ouvert de Q.

Démonstration :

Cela résulte des théorémes 2 et 3. Soit x = p"u € Q]’;Z avec n € Z et u € U. Supposons d’abord p # 2. Notons
B la boule ouverte de Qj de centre x et de rayon p~". Soit y = p™v € Qp, avec n € Z et u € U, tel que y € B.
On a donc d(z,y) < p~ ™. Comme la distance que 'on a définie sur Q,, est ultramétrique, on a nécéssairement
m = n. Puis, pour que l'inégalité soit stricte, on doit avoir x = y (mod p), donc y est un carré de Qy- Dans le
cas ol p = 2 la démonstation est similaire, il faut juste considérer une boule de rayon plus petit (p™"2). [1



Chapitre 4

Symbole de Hilbert.

4.1 Propriétés locales.

Dans ce paragraphe k désigne soit un corps Q,, soit R.

Définition 4 Soient a,b € k*. On pose :

(a,b) 1 si 22 — ax® — by? = 0 a une solution non nulle dans k3
a’ = .
—1  sinon.

Le nombre (a,b) s’appelle le symbole de Hilbert de a et b, relativement a k.
On voit facilement que symbole de Hilbert définit une application de k*/k** x k*/k** dans {1, —1}.

Proposition 9 Soient a,be k* et ky = k(v/b).
Pour que (a,b) = 1, il faut et il suffit que a apartienne au groupe N (ki) des normes (relativement & ky/k)
des éléments de k.

Démonstration :

L’extension ky/k est de degré 1 ou 2. Si elle est de degré 1 alors il existe ¢ € k* tel que ¢ = b et, d'une part
I'équation 2% — az? — by* = 0 admet pour solution (¢,0,1) donc (a,b) = 1, d’autre part a € k* = N(k}).
Supposons maintenant que [k, : k] = 2 et désignons par § une racine carré de b. Si a € N(k;) alors il existe
s,t € k tels que a = s* — bt? et alors (s, 1,t) est solution de I'équation 2% — az? — by? = 0 donc (a,b) = 1.
Réciproquement, si (a,b) = 1 alors il existe (x,y, z) € k*\{(0,0,0)} tel que 22 — ax? — by? = 0, et x # 0 sinon
b serait un carré et 'extension serait de degré 1; on en conclut que a est norme de 2 + 3% [7

Proposition 10 Pour tout a,a’,be K le symbole de Hilbert vérifie :
1) (a,) = (b,a) et (a,0%) = 1
2) (a,—a)=1cet(a,1 —a)=1;
3) si(a,b) =1 alors (ad’,b) = (da’,b) ;

4) (a,b) = (a,—ab) = (a, (1 — a)b).

Démonstration :

La formule 1) est évidente. Pour démontrer la formule 2) il suffit de remarquer que si b = —a (resp. b = 1 —a)
alors 'équation 22 — az? — by* = 0 a pour solution (0,1, 1) (resp. (1,1,1)); on a donc (a,b) = 1. Passons a 3).
Si (a,b) =1 alors, d’aprés la proposition 9, on a a € N (k) ; par multiplicativité de la norme on a a’ € N(k;)
si et seulement si aa’ € N(k;), ce qui démontre 3). Enfin 4) résulte de 1),2) et 3). 1

15
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Lemme 3 Soit v € U et supposons que l'équation z° — px? — vy? = 0 a une solution non triviale dans Qf;.
Alors elle a une solution (z,xz,y) telle que z,y e U et x € Z,,.

Démonstration :

D’aprés la proposition 8, 1’équation considérée a une solution primitive (z,z,y). Montrons que z,y € U.
Supposons que ce ne soit pas le cas, ¢’est-a-dire que p divise y ou z. Alors z? —vy? =0 (mod p), mais v # 0
(mod p), donc y =0 (mod p) et z =0 (mod p), d’ott pz? = 0 (mod p?), ce qui montre que p divise aussi =
contrairement au caractére primitif de (z,z,y). 1

Définition 5 On définit deuz fonctions, € et w respectivement de l'ensemble des entiers impairs dans 7./27
par les formules :

sin= 1 (mod 4)
sin=-—1 (mod 4)

= Ol

e(n) = 21 (mod 2) :{

n?—1 0 sin=+1 (mod 8)

(mod 2) = {1 sin=5 (mod 8)

w(n) =

Proposition 11 Les fonctions € et w sont des morphismes de groupes respectivement de (Z/AZ)*, (Z/8Z)*
sur Z/2Z.

Démonstration :
La vérification est immédiate.

Théoréme 5 Si k =R alors on a (a,b) =1 si et seulement si a ou b est strictement positif.
Sik =Q, et si on écrit a = p“u,b = p’v avec u,v € U alors on a :
(0,6) = (C1) () sip 22

(a,b) = (

ot on a noté (

_1)e(u)e(v)+aw(v)+ﬂw(u) sip=2:
7)

p

le symbole de Legendre (%) ot U désigne la réduction de u dans U/U, ~ Fy; et e(u),w(u)

u—1 u?—1
désignent respectivement la classe modulo 2 de 5 et de g

Démonstration :

Le cas ou k = R est trivial. On suppose maintenant que k = Q, avec p # 2. Il est clair que les exposants « et
B n’interviennent que par leur résidu modulo 2, et par symétrie du symbole de Hilbert il n’y a que trois cas
a considérer : (a, ) € {(0,0), (1,0),(1,1)}.

Supposons que a = 0,5 = 0. Il faut vérifier que (u,v) = 1. Considérons la forme quadratique f sur Q,
définie par f(X1, X2, X3) = X?—uX?—vX2, son discriminant est uv € Y. Notons 7 : Z, — Z/pZ Papplication
qui a z € Z, associe sa premiére composante. Par le corollaire 1, pour montrer que (u,v) = 1 il suffit de montrer
que I'équation 2* —m(u)z® —m(v)y* = 0 a une solution non nul dans F?. Fixons z € F5. Comme u et v sont dans
U, les nombres 7(u) et 7(v) sont dans F%, et les ensembles A := {2* —7(u)2®,x € Fp} et B := {m(v)y* y € Fp}
sont en bijection avec I’ensenble des carrés de I, ils sont donc de cardinal ’%1, or 7%1 + 7%1 =p+1>p=|F,
donc les ensembles A et B ne peuvent étre disjoints et I'équation 2? — 7(u)x? — 7(v)y* = 0 a une solution non
nul dans .

Supposons que o = 1, = 0. 1l faut vérifier que (pu,v) = (%) D’aprés le cas précédent on a (u,v) =1, et
d’aprés la proposition 10 3) on a alors (pu,v) = (p,v). Il suffit donc de vérifier que (p,v) = (%) C’est immédiat

v

si v est un carré dans Z,, les deux termes étant égaux a 1. Sinon on a (5) = —1 et nous allons montrer au
moyen du lemme 3 que (p,v) = —1. Supposons que (p,v) = 1, alors par le lemme 3 il existe (z,z,y) avec
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z,y €U et v € Z, tel que 2° — pa® —vy® = 0. On a alors v = (£)%(1 — p(£)*(£)?) ce qui montre que (7) = 1.

Finalement on a bien (p,v) = (3).

Supposons que « = 1, f = 1. Il faut vérifier que (pu, pv) = (—1)(’)_1)/2(%)(%). Or les formules 4) et 1) de le
proposition 10 montre que (pu, pv) = (pu, —p?uv) = (pu, —uwv). On utilise ensuite le cas précédent, la linéarité
du symbole de hilbert et le fait que (Z+) = (—1)®=1/2 pour écrire :

u, v

(pu, pv) = (—=) = () () () = (=1

p p pp b

)(=)-

On passe maintenant au cas de Qs. Ici encore, o et § n’interviennent que par leur résidu modulo 2, et il
y a trois cas a considérer.

Supposons a = 0, 5 = 0. Il faut vérifier que (u,v) = 1 si u ou v est congru & 1 modulo 4, et que (u,v) = —1
sinon. Supposons u = 1 (mod 4) (u et v jouent des roles symétriques), on a alors u =1 (mod 8) ou u =5
(mod 8). Dans le premier cas u est un carré dans Qq d’aprés le théoréme 3 et alors (u,v) = 1. Dans le second
cas u + av est un carré dans Qy car u + av =5+ 4 =1 (mod 8), il existe donc w € U tel que w? = u + 4v et
alors (w, 1,2) est une solution non nulle de I'équation 2% — uz? — vy? = 0 et on a bien (u,v) = 1. Supposons
maintenant que u et v ne sont pas congrus a 1 modulo 4, alors il sont congru a -1 modulo 4 car ce sont des
unités 2-adiques. Nous allons montrer que (u,v) = —1 par le lemme 3. Si (z,x,y) est une solution primitive
de léquation 2% — uz? — vy* = 0 alors on a 2% + 2% + y? = 0 (mod 4), mais les carrés de Z/47Z sont 0 et 1
donc on doit avoir x,y, z congrus a 0 modulo 2, contrairement a I’hypothése de primitivité. On a donc bien
(u,v) = —1 dans ce cas.

Supposons o = 1, 8 = 0. Tl faut vérifier que (2u,v) = (—1)“®<W+~() Nous allons montrer que (2u,v) =
(2,v)(u,v) et que (2,v) = (=1)*®) (par le cas précédent on a déja (u,v) = (—1)<@<)). On commence par
montrer que (2,v) = (—1)*(" c’est-a-dire que (2,v) = 1 si et seulement si v = +1 (mod 8). D’aprés le lemme
3, 81 (2,v) = 1 alors il existe ,y,2 € Zy tels que 22 — 222 —vy? = 0 et y,2€U. On a y> = 22 =1 (mod 8)
(car ce sont des carré dans Z), d'ou v = 1 — 222 (mod 8). Mais les carrés de Z/8Z sont 0,1 et 4, donc
v = £1 (mod 8). Réciproquement, si v = 1 (mod 8) alors v est un carré dans Qq et (2,v) = 1;siv = —1
(mod 8), alors —v est un carré de Qq donc (2, —v) = 1 et par la proposition 10 on a (2,v) = (2, —v?) = (2, —1)
or 'équation 2% — 22? + y?> = 0 a pour solution (1,1,1) € Qi* donc (2,v) = 1. Il reste & montrer que
(2u,v) = (2,v)(u,v). D’aprés la proposition 10 ¢’est vrai si (2,v) = 1 ou (u,v) = 1). Il rest donc a vérifier le
cas o (2,v) = (u,v) = —1. Dans ce cas on a alors v =3 (mod 8) d’aprés ce que 'on vient de démontrer, et
u est congru & 3 ou -1 modulo 8 car il ne doit pas étre un carré dans Q. On peut écrire v = 3s* ou s € Q%;
en effet, comme U est un groupe on a w := 3v~! € U donc v = 3w}, mais v = 3 (mod 8) donc w™ =1
(mod 8), ainsi w™! est un carré. De méme on peut écrire u = 3t2, u = —t?, v = —5s”? avec t,t',s' € Q}, et
par la proposition 10 on a alors (u,v) = (—1,3) ou (u,v) = (3, =5). Or les équations z* 4+ 22? — 3y? = 0 et
2% — 62 + 5y* = 0 ont pour solution (1,1,1) donc on a bien (u,v) = 1.

Supposons maintenant o = 1,3 = 1. 1l faut vérifier que (2u,2v) = (—1)<WeW+wW+e®) Or d’aprés la
proposition 10, le cas précédent et la proposition 11 on a :

(2U,2U) = (2u, —4uv) = (2u, —UU) — (_1)E(u)e(—m})+w(,m})
= (_1)6(“)(6(_1)+6(u)+e(v))+w(_1)+w(u)+w(v)

Or -1 =(1,3,7,...) donc ¢(—1) = 1,w(—1) =0 et e(u)(1l + €(u)) = 0, d’on la formule attendue. [
Théoréme 6 Le symbole de Hilbert est une forme bilinéaire non dégénérée sur le Fo-espace vectoriel k* /k*2.
Démonstration :

La bilinéarité résulte immeédiatement des formules du théoréme précédent et du fait que € et w sont des
morphismes. Pour montrer que cette forme est non dégénérée il suffit d’exhiber pour chaque a € k*/k**\{1}
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un élément b tel que (a,b) = —1. Nous avons indiqué des systémes de représentants pour les différents Q /Q;2
aux théorémes 3 et 4. Dans le cas p # 2 on considere u € U tel que (%) = —1 et pour a valant successivement

p, u, up on prend pour b respectivement u, p, u. Dans le cas de Q%/Q3? on remarque que pour u € {1,5, —1, —5}
on a 2u € {2,6,—2,—6} et que (5,2u) = —1 (car ¢(5) =0 et w(b) =1), (-1,—-1) = (-1,-5) =-1. 1

4.2 Propriétés globales.

Le corps Q se plonge comme sous-corps dense dans chacun des corps Q, et R. Si a,b e Q* on note (a,b),
(resp. (a,b)s) le symbole de Hilbert de leurs images dans Q, (resp. R). On désigne par V la réunion de
I’ensemble des nombre premiers et du symbole oo, et on note Qy, = R.

Théoréme 7 (Formule du produit.) Sia,be Q*, alors on a (a,b), = 1 pour presque tout ve 'V et

H(CL, b)v =

veV

Démonstration :

Puisque les symboles de Hilbert sont bilinéaires il suffit de démontrer la formule du produit lorsque a et b sont
égaux a -1 ou a un nombre premier. On utilisera le théoréme 5 dans chaque cas. Notons [ et I’ deux nombres
premiers.

Sia=b=—1,alorson a (—1,—1)y, = (—1,—1)3 = =1 et (—1,—1), = 1 pour v € V\{2, 00}, et le produit
est bien égal a 1.

Supposons que a = —1 et b = 1. Si ] = 2 alors on a (—1,2), = 1 pour tout v € V. Si | # 2 alors on a
(—=1,1), = 1 pour tout v e V\{2,1} et (—1,1)s = (—=1,1); = (=1) et le produit est bien égal a 1.

Supposons que a = [ et b =1". Si [ =1’ alors, par la formule 4) de la proposition 10, on a (1,1), = (—1,1),
pour tout v € V et on est ramené au cas précédent. Supposons maintenant que [ # ['. Si [’ = 2 alors on a
(1,2), = 1 pour tout v € V\{2,1} et (1,2)s = (—1)*®, (1,2); = (3) = (—1)*), donc le produit vaut bien 1. Si
[ et " sont distincts et différent de 2, alors on a (1,1"), = 1 pour tout v € V\{2,,0'} et

!
(.1 = (OO, @1 = (5, (40 = ()

mais d’aprés la loi de réciprocité quadratique on a (%)(ZL,) = (=1)“W<) donc le produit est bien égal 4 1. [1

Lemme 4 (lemme d’aproximation) Soit S une partie finie de V. L’image de Q dans | [,.q Q. est dense
dans ce produit (pour la topologie produit de celles des Q, ).

Démonstration :

Quitte a agrandir S on peut supposer que o € S, on note alors S = {00, p1,...,p,} ot les p; sont des nombres
premiers distincts. Il s’agit de montrer que Q est dense dans R x Q,, x --- x QQ, mais comme Z,, est dense
dans Q,, pour tout ¢ = 1,...,n, il suffit de montrer que Q est dense dans A := R x Z,, x --- x Z,, . Soit
(Top, 1, ..., Tp) € A, et fixons un réel € > 0 et un entier N = 0. On cherche z € Q tel que :

|z — 20| < €et vy, (r—x;) = Npour tout i =1,...,n

Comme les p; sont distincts, le lemme chinois in dique qu’il existe xq € Z tel que zy = z; (mod pl¥) pour tout
i =0,...,N;on a alors v, (ro —z;) = N pour tout ¢ = 0,..., N. Soit ¢ un nombre premier n’appartenant
pas a S. L'ensemble B := {1, a € Z,m € N*} est dense dans R (la démonstration est similaire & celle de la
densité des nombres décimaux dans R). On peut donc choisir u € B tel que :

|20 — 2o + up) .| <€

Le nombre rationnel xo + up? ...pY est alors solution du probléme. []
Le résultat suivant est admis.
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Lemme 5 (progression arithmétique (Dirichlet)) Soient a et m deux entiers strictement positifs pre-
miers entre eux. Il existe une infinité de nombres premiers p tels que p = a (mod m).

Théoréme 8 Soit (a;)ier une famille finie d’éléments de Q* et soit (€;,)ievev) une famille de nombres
appartenant & {1, —1}. Pour qu’il existe x € Q* tel que (a;,x), = €, pour tout i € V et v e V, il faut et il
suffit que les trois conditions suivantes soient vérifiées :

1) presque tous les €;, sont égaux & 1;

2) pour tout i€ I, [ [ o €iv = 1;

3) pour tout v eV, il existe x, € Q, tel que pour tout i € I on ait :(a;, Ty)y = € 0.
Démonstration :
La nécessité de 1) et 2) résulte de la formule du produit; celle de 3) est triviale (prendre z, = x). Récipro-
quement, on suppose que la famille (¢;,)evvev) vérifie 1),2) et 3). Par la proposition 10, quitte a multiplier
les a; par le carré d’un entier, on peut supposer que tous les a; sont entiers. Soit S le sous-ensemble de V'
formé de o0, 2 et des facteurs premiers des a;, et soit 7' := {v e V,3i € I,¢;,, = —1}. Les ensembles S et T sont
clairement finis. On distingue deux cas.

Supposons pour I'instant que S n'T = . Posons :

a= ] © et m=8 [] L

leT,l#00,2 leS\{2,00}

Puisque ST = J et que 2 ne divise pas a, les entiers a et m sont premiers entre eux, et, d’aprés le théoréme
de la progression arithmétique, il existe un nombre premier p tel que p = a (mod m). En particulier p ne
divise ni @ ni m, donc p ¢ S U T. Nous allons voir que x := ap est solution du probléme c’est-a-dire que
(a;, ), = €, pour tout (i,v) e x V.

Supposons d’abord que v € S, on a alors ¢, = 1 puisque S " T = ¥, et il faut vérifier que (a;,x), = 1
pour tout 7 € I. Cela est vrai si v = o0 car x > 0. Si v est un nombre premier [, on a z = ap = a®> (mod m),
d’ott x = a® (mod 8) (car 8 divise m) et x = a* (mod [) (car [ divise m). Or a est une unité l-adique (car
1 ¢ T), pest une unité l-adique (car p ¢ S et [ € S) donc x est aussi une unité l-adique ; les théorémes 2 et
3 montrent alors que z est un carré dans Q; et on a bien (a;, z), = 1. Supposons maintenant que v = [ ¢ S
alors pour tout ¢ € I, a; est une unité l-adique. Comme [ # 2 on a :

(a;,b); = (%)”l(b) pour tout b e Q.

Sil¢ T u{p}, alors x est une unité l-adique, donc v;(x) = 0 et la formule ci-dessus montre que (a;, z); = 1;

d’autre part, on a ¢;; = 1 puisque [ ¢ 7. Sil € T, on a v/(z) = 1; d’autre part la condition 3) montre qu’il
existe z; € QF tel que (a;, ;) = €;; pour tout ¢ € I. Comme [ € T il existe j € I tel que ¢;; = —1 et on a
vi(x;) =1 (mod 2), d’ou :

(a;,x), = (%) = (ai,x;); = €;; pour tout i€ I.

On considére enfin le cas ot [ = p, que 'on raméne aux autres grace a la formule du produit :

(a;,x), = H (a;,x), = H €iv = Eip-

veV\{p} veV\{p}

Cela achéve le casou ST = .
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On passe maintenant au cas général. Les carré de Q forment un sous-groupe ouvert de Q7 (cf. théoréme 4)

donc, d’aprés le lemme 4, il existe 2’ € Q* tel que pour tout v € S, z'/x, soit un carré dans Q. On a en
particulier :

(a;, z")y = (a;,2,)y = €, pour tout v e S,

Posons alors, pour tout i € [ et v € V, n;, = € ,(a;,2),. La famille (n,,);,) vérifie les conditions 1),2), 3)
(pour 1) et 2) on utilise la formule du produit, et pour 3) on considére z'z,), et en plus on a i,v = 1siv € S.
Par le cas précédent il existe yQ* tel que (a;,y), = M, pour tout i € I et tout v € V. Alors il est clair que
x = yx' vérifie (a;,x), = €, pour tout i€ Vet ve V.1



Chapitre 5

Formes quadratiques sur Q.

5.1 Résultats généraux sur les formes quadratiques.

Nous ne rappelerons pas tous les résultats sur les formes quadratiques, on suppose connu les notions de
formes quadratiques sur un K-espace vectoriel ou K est un corps, d’orthogonalité, d’isotropie. Nous citons
seulement quelques résultats liés aux plans hyperboliques et un théoréme sur les bases «contiguésy (c’est-a-
dire qui ont un élément en commun). Nous considérons un espace quadratique (k™, f) de dimension finie n
sur un corps k de caractéristique 0, la forme bilinéaire associée a la forme quadratique f est noté < .,. > . Si
f" est une forme quadratique sur k™ équivalente & f on note f ~ f’.

Définition 6 On appelle plan hyperbolique tout espace quadratique ayant une base formée de deuxr éléments
isotropes .,y tels que < x,y ># 0. Une forme quadratique f sur k? est dite hyperbolique si 'espace quadratique
(K2, f) est hyperbolique.

1
<x,y>"’

Dans la définition précédente, quitte a multiplier y par on peut méme supposer que < z,y >= 1.

Proposition 12 Soit x un élément isotrope non nul d’un espace quadratique non dégénéré V .= (k" f), ou
n = 2. 1l existe alors un sous-espace U de k™ qui contient x et qui est un plan hyperbolique.

Corollaire 5 Si (k", f) est non dégénéré de dimension n = 2 et contient un vecteur isotrope non nul alors

on a f(k™) = k.
Définition 7 On dit qu’une forme quadratique f sur k™ représente a € k s’il existe x € k/{0} tel que f(x) = a.

Précisons la notation «somme orthogonale» que nous allons employer dans la suite. Si n,m € N* et si f
et f' sont deux formes quadratiques respectivement sur k" et k™, on définit la forme quadratique f @ f’ sur
k™™ par :

(f® M1, Togm) = f(@1, - 20) + [ (@Tng1, oy Tpam)-
On définit aussi f© f':= fD (—f).

Les deux résultats précédents donnent alors la proposition suivante.

Proposition 13 Si f représente 0 et est non dégénérée alors il existe deux formes quadratiques h et g, avec
h hyperbolique, tels que f ~ h@® g. De plus [ représente tout élément de k.

Corollaire 6 On suppose n = 3. Soient g une forme quadratique non dégénérée en n — 1 variables, a € k* et
aZ? la forme quadratique sur k : z — az?. Les assertions suivantes sont équivalentes :

21
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1) La forme g représente a.
2) On a g~ h@®aZ? ou h est une forme en n — 2 variables.
3) La forme f := g© aZ? représente 0.

Corollaire 7 Soient g et h deux formes non dégénérées de rang au moins 1, et soit f == g h. Sta€k, on
note aZ? la forme quadratique sur k : z — az?. Les assertions suivantes sont équivalentes :
1) La forme f représente 0.

2) Il existe a € k* qui est représenté par g et par h.
8) Il existe a € k* tel que g© aZ? et h© aZ? représentent 0.
On termine avec un résultat qui nous servira a déterminer un invariant d’une forme quadratique.

Théoréme 9 Supposons V non dégénéré de dimension au moins 3, et soient e= (e1,...,e,), € = (€,...,¢€l)
deuz bases orthogonales de V. Il existe un entier m et m + 1 bases orthogonales de V, e, ... e(™ telles que
e = ¢, e = ¢ et telles que e soit contigué a eV (c’est-a-dire que ces deur bases ont un éléments en

commun) pour 0 < i < m.

5.2 Formes quadratiques sur Q,.

Dans cette partie p désigne un nombre premier, &£ désigne un corps Q,, et f est une forme quadratique
non dégénérée sur k. Soit B = (ey,...,e,) une base orthogonale de (k", f). Notons, pour i = 1,...,n,
a; =< e;, e; >, et posons :

er(B) = | [(ai,a;).

1<<J

On sait déja que le discriminant de f, d(f) € k= /k*?, est un invariant de f, ¢’est-a-dire que si f est une forme
quadratique équivalente & f alors d(f) = d(f’). Montrons que €(B) est aussi un invariant de f.

Théoréme 10 Le nombre e;(B) ne dépent pas du choiz de la base orthogonale B.

Démonstration :

Notons €(B) = €;(B). Si n = 1 alors €(B) = 1 pour toute base orthogonale B de (k, f) (on convient qu'un
produit indexé par l’ensemble vide vaut 1). Si n = 2 on a les équivalence suivante (on note B = (ey, ez) et
a; =< eq,61 >,a5 =< €g,€9 >) :

e(B)=1< (a,a2), =1 = Laforme (Z,X,Y) — Z? — a1 X* — a,Y? représente 0.
< La forme (X,Y) = a; X% + ayY? représente 1.
< Il existe 7 € k? tel que f(x) = 1.

Mais la derniére assertion ne dépend pas de la base choisie. On raisonne ensuite par récurrence sur n € N*.
Soit m = 3; on suppose que, étant donné un espace quadratique de dimension n — 1, si F et F' sont deux
bases orthogonales de cet espace alors ¢(F) = e(F'). Soient B = (ey,...,e,) et B = (¢],...,¢}) deux bases
orthogonales de (k", f), montrons que ¢(B) = e(B'). D’aprés le théoréme 9 on peut supposer que B et B’ sont
contigué. Vu la symétrie du symbole de Hilbert, ¢(B) ne change pas si 'on permute des éléments de B, on
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el >pouri=1,...,n.Onaa =adaet

1) 71

peut donc supposer que e; = €;. On note a;, =< e;,¢; > et a;, =< e
on peut écrire :

€(B) = (a1,az...an), n (ai,a;), = (a1, afas...ay,), H (a;,a;),

2<i<j 2<i<j

= (a1, a1d(f))p 1_[ (@i, a;)p-

2<i<]

De méme

e(B) = (a1, ad(f)), | ] (af.d)),.

2<i<j

Mais I'hypothése de récurrence appliquée & I'orthogonal de e; montre que

H (ai>aj)p = 1_[ (agva;);m

2<i<j 2<i<j

d’ou le résultat. [
Nous écrirons donc €(f) au lieu de €(B). Passons maintenant a la représentation d’un élément de k par
une forme quadratique.

Lemme 6 Notons r le nombre d’éléments du Fy-espace vectoriel k* /k** (on a vu quer =2 sip#2etr =3
sip=2).
a) Soient a € k*/k** et e € {£1}. Soit H := {zx € k*/k*?, (z,a), = €}. Si a =1, alors H! a 2" éléments
et H7' = 5. Sia+#1 alors HS a 277 éléments.

b) Soient a,a’ € k*/k*? et e,¢ € {+1}; on suppose que HS et HE sont non vides. Pour que HS n HS = (J,
il faut et il suffit que a = a' et e = €.

Démonstration :

Montrons a). Le cas ot a = 1 est trivial. Supposons a # 1. Le morphisme b — (a,b), applique k*/k** sur
{+1}, son noyau H] est donc un hyperplan de k*/k*? et a donc 2"~! éléments; son complémentaire H, ' a
aussi 2"~ éléments vu les valeurs possible de r. Montrons maintenant b). Compte tenu de a), si HS et HS
sont non vides et disjoints alors ils ont nécessairement 2"~! éléments chacun et sont complémentaires I'un de
autre. Cela entraine H! = H!,, d’ou (z,a), = (x,d’), pour tout z € k*/k*?. Comme le symbole de Hilbert
est non dégénéré, on en déduit a = o', puis € = ¢’ évidement. La réciproque est triviale. [

Soit f une forme quadratique non dégénérée sur k™. Notons d = d(f) et € = €(f). Nous omettrons I'indice
p, correspondant au corps k, dans I’écriture des symboles de Hilbert

Théoréme 11 Pour que f représente 0, il faut et il suffit que ['une des conditions suivantes soit vérifiée :
- n=2ctd=—1 (dans k*/k**) ;

-n=3cet(—1,—d) =¢
~n=4cet soitd#1,soitd=1c¢ete=(—1,-1);

- n = >b.

Démonstration :
En se plagant dans une base orthogonale pour f on peut supposer que f est de la forme f(Xi,...,X,) =
a1 X?+-+a, X2 avec ay,...,a, € k*. Sin =1 alors f ne représente pas 0 car f est supposée non dégénérée.
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Supposons que n = 2. Alors f représente 0 si et seulement si ;—‘;1 est un carré. Or, dans k*/k*?, on a
=4 = —qgqay = —d, donc f représente 0 si et seulement si —d = 1 ¢’est-a-dire d = —1.

az
Supposons que n = 3. Alors f représente 0 si et seulement si la forme —as f représente 0, c’est-a-dire si et

seulement si (—agaq, —azas) = 1. En développant on obtient :

(—1, —1)(—1, Cll)(—]_, CLQ)(CLg, CL3)(CL1, ag)(al, ag)(ag, ag) = ].

Mais d’apreés la proposition 10 on a (ag, az) = (—1, az). On réécrit alors la condition précédente sous la forme :

(—1, —1)(—1, alagag)(al, ag)(al, ag)(ag, CL3) = 1,

ou encore (—1, —d)e = 1, ¢’est-a-dire (—1,—d) = e.
Supposons que n = 4. D’parés le corollaire 7, f représente 0 si et seulement si il existe = € k*/k*? qui est
représenté par les formes

(XhXQ) —> Q1X12 + a2X22 et (X3,X4) [ —CL3X§ — CL4X2.

D’aprés le cas n = 2 du corollaire suivant (qui n’utilise pas le cas que nous somme en train de démontrer) un
tel x est caractérisé par les conditions

(x,—ara2) = (a1,a2) et (x,—azay) = (—asz, —ay).

Soient A := {x € k*/k*?, (x,—a1a2) = (a1,a2)} et B := {x € k*/k*?, (x,—azay) = (—as, —a4)}. Pour que f
ne représente pas 0, il faut et il suffit qu que A n B = ¢J. Or A et B ne sont pas vides (a; € A et —a3 € B).
D’aprés la partie b) du lemme 6, la relation A n B = ¢ équivaut donc a :

ajag = azay et (ar,as) = —(—as, —ay).

La premiére condition signifie que d = 1. Si elle est réalisée, on a € = (ay, as)(as, as)(azaq, azay), et en utilisant
la relation " (x,x) = (—1,z)” (proposition 10 4)) on en déduit :

e = (a1, a9)(as, as)(—1,asay) = (ay,as)(—as, —aqs)(—1, —1).

On voit ainsi que la seconde condition s’écrit e = —(—1,—1), d’otu le résultat.

Supposon n = 5. On voit immédiatement qu’il suffit de traiter le cas n = 5. En utilisant le lemme 6 et le
cas n = 2 du corollaire suivant, on voit qu’une forme de rang 2 représente au moins 2"~ éléments de k*/k*?,
et il en est a fortiori de méme pour les formes de rang plus grand que 2. Comme 2"~! > 2. f représente au
moins un éléments a € k*/k*? qui est distinct de d. D’apreés le corollaire 6 f est alors équivalente a aX? @ g
ot aX? : x> azx? et g est une forme quadratique de rang 4. Le discriminant de g est égal a d/a # 1, donc,
d’aprés le cas n = 4, la forme g représente 0. Il en est alors de méme de f. [1

Corollaire 8 Soit a € k*/k*?. Pour que f représente a, il faut et il suffit que l'une des conditions suivantes
soit vérifiée :
-n=1c¢eta=d;

-n=2cet(a,—d) =g¢

- n=3et, soit a # —d, soit a =—d et (—1,—d) = ¢

- n=4.
Démonstration :
Soit a € k*/k*? et considérons les formes sur k aZ? : z — az® et f, := f© aZ? D’aprés le corollaire 6, f,
représente 0 si et seulement si f représente a. Or on a immédiatement d(f,) = —ad et €(f,) = (—a,d)ye. On

applique alors le théoréme précédent a f,. [



Chapitre 6

Théoréme de Hasse-Minkowskai.

Soit f une forme quadratique sur Q. On note encore V' la réunion de ’ensemble des nombres premiers et
du symbole co. Pour tout v € V, I'injection Q — Q, (avec Q4 = R) permet de considérer f comme une forme
quadratique (que nous noterons f,) sur Q,.

Théoréme 12 (Hasse-Minkowski) Soit f une forme quadratique sur Q non dégénérée. Pour que f repré-
sente 0, il faut et il suffit que, pour tout v €V, la forme f, représente 0.

La nécéssité est immeédiate. Avant de démontrer la suffisance on indique quelques remarques et rappels.

Notons n le rang de f. Quitte a changer de base (en prenant une base orthogonale pour f) on peut supposer
que f est de la forme

f(Xl,...,Xn):a1X12+--'+anX72w ai,...,a, € Q.

On associe a f les invariants suivants :
— Le discriminant d(f) € Q*/Q*? égal a a; ... ay,.

— Les invariants de f, (v € V) seront notés d,(f) et €,(f); do(f) est 'image de d(f) par I'injection
Q*/Q** — Q}/Q% on a

eo(f) = | [(ai ).

i<j

La formule du produit entraine la relation

nev(f) =1

veV

— La signature (r, s) de la forme quadratique réelle fy,.
Démonstration :
Supposons que pour tout v € V la forme f, représente 0, et montrons que f représente 0. On considére
séparément les cas n = 1,2,3,4, et > 5.

Le cas n = 1 est trivial : f représente 0 si, et seulement si f est identiquement nulle, et il en est de méme
pour fu.

Le cas n = 2. Quitte a remplacer f par a;f on peut supposer a; = 1. On écrit f(X1, Xy) = X? — aX3.
Comme fo, représente 0, le nombre a est strictement positif. Notons P ’ensemble des nombres premiers et
écrivons a sous la forme a = HpE'P p*»(@)_ Pour tout p € P, comme fp représente 0, il existe z,y € Q, avec
y # 0 tels que 22 — ay® = 0, donc a = (£)? est un carré dans Q, et donc v,(a) est pair. Ainsi a est un carré
dans Q et f représente bien 0.

25
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Le cas n = 3. Quitte & remplacer f par a; f on peut supposer a; = 1. On a f(X;, Xy, X3) = X?—aX3—bX3.
Quitte & multiplier a et b par des carrés, ce qui ne change pas les symboles de Hilbert par la proposition 10,
on peut les supposer entiers sans facteurs carrés (c’est-a-dire que pour tout p € P on a v,(a) € {0,1} et de
méme pour b). De plus, quitte & échanger les variables X, et X3 on peut supposer |a| < |b|.

On raisonne alors par récurrence sur Uentier m = |a|+|b] = 2. Sim = 2, on a f(X1, X, X3) = X7+ X2+ X3;
le cas X7 + X2 + X2 étant exclu car f, représente 0, et dans les autres cas f représente bien 0 (il y a des
solutions évidentes).

Soit m > 2, c’est-a-~dire |b| = 2, supposons le résultat vrai pour tout m’ < m (c’est-a-dire que le théoréme
de Hasse-Minkowski est vrai pour toute forme quadratique équivalente & (X1, Xo, X3) — X7 — /X3 — b/ X3
oil || + |'] < m). Ecrivons b sous la forme b = +p;...p; ot les p;, i = 1,...,k sont des nombres premiers
distincts. Soit 7 € {1,...,k} et notons p = p;; nous allons voir que a est un carré modulo p. C’est immeédiat
si a = 0 (mod p). Sinon, a est une unité p-adique; par hypothése il existe (z,z,y) € Qg/{(0,0, 0)} tel que
2* —ax® —by* = 0, de plus, par la proposition 8 on peut supposer (z,z,y) € Z3 et que (z,z,y) est primitif. On
a 2> —ax? =0 (mod p). Donc si . =0 (mod p), il en est de méme de z et alors p? divise by? donc p divise y

contrairement au fait que (z,2,y) est primitif. On a donc 2 # 0 (mod p) et a est un carré modulo p (a = (2)?

(mod p)). Comme, par le lemme chinois, Z/bZ ~ Hle Z/p;Z, on voit que a est un carré modulo |b|. II existe
donc des entiers ¢, tel que t> = a + bl et on peut choisir ¢ tel que |t?| < |[b| — 1 (car {0,...,|b| — 1} est un
systéme de représentant de Z/bZ) et donc tel que |t| < % La formule b’ = t> — a montre que b’ est une
norme de l'extension k(1/a)/k, ot k = Q ou Q,. On conclut, par la proposition 9 que f représente 0 dans k
si et seulement s’il en est de méme de [’ ou f'(X;, Xy, X3) = X? —aX? — V' X2. En particulier f’ représente
0 dans chacun des Q,. Mais on a :

t?—a
b

" 0] :
V| = | |<;+1<|b| puisque |b| = 2.
Ecrivons b’ = b"u? avec V", u entiers et b” sans facteurs carrés; on a [b”| < [b| < |b|. L’hypothése de récurrence
s’applique donc & f” ou f"(X;, Xo, X3) = X? —aX3 — V" X2. Ainsi f” représente 0, et il en est de méme de f’
puis de f. Ceci achéve la récurrence et démontre le cas n = 3.

Lecasn=4.0Ona:

f(X1, .., Xy) = aX; +bXT — (cX; +dX}).

Soit v € V. Puisque f, représente 0, le corollaire 7 montre qu’il existe x, € Q} qui est représenté a la fois par
aX? + bX2 et par cX? +dX?; d’aprés le corollaire 8 (qui s’applique également a Q. = R), cela revient a dire
que 'on a :

(x4, —ab), = (a,b), et (z,,—cd), = (¢, d),.

Comme [ [, (a,0)y = [[,e1 (¢, d), = 1, on peut appliquer le théoréme 8 et I’on conclut qu’il existe x € Q* tel
que :

(x,—ab), = (a,b), et (z,—cd), = (c,d), pour tout ve V.

La forme aX? 4+ bX3 — xZ? représente alors 0 dans chacun des Q, donc dans Q d’aprés le cas n = 3 démontré
précédement. Ainsi x est représenté dans Q par a X7 + X2, et le méme argument s’applique a ¢ X3 + dX7, ce
qui montre que f représente 0.

Le cas n > 5. On raisonne par récurrence sur n. Soit n = 5; on suppose que le théoréme de Hasse-Minkowski
est vrai pour toute les formes quadratiques en n — 1 variables ou moins. On écrit f sous la forme f = h — g
avec h = a1 X? + ap X3 et g = —(a3 X3 + -+ + a, X?2).

Soit S la partie de V formée de o0,2 et des nombres premiers p tels que v,(a;) # 0 pour au moins un
t = 3; c’est un ensemble fini puisqu’il n’y a qu’un nombre fini de a;. Soit v € S. Puisque f, représente 0,
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il existe a, € Q" qui est représenté dans QQ, par h et par g. Il existe donc z} € Q,, 7 = 1,...,n, tels que :
h(zy,x8) = a, = g(a},...,z¥). Mais les carrés de QF forment un ensemble ouvert de Q¥ (théoréme 4), donc
par le lemme d’aproximation 4 il existe 1,1 € Q tels que ,si a = h(xy,23), on ait a/a, € Q — v*? pour tout
v € S. Considérons maintenant la forme f; := k© g, ou k : z — az?. Si v € S alors g représente a, dans
Q., il existe (y3,...,yn) € Q73 tel que g(ys3,...,yn) = a,, mais a/a, € Q*? donc il existe w € Q¥ tel que
w? = a/a,, donc g(ysw, ..., y,w) = a; on en conclut que f; représente 0 dans Q,. Si v ¢ S alors les coefficients
—ag,...,—a, de g sont des unités v-adiques; il en est donc de méme de d,(g), de plus, comme v # 2 on a
€,(g) = 1 (par le théoréme 5). Comme le rang de g vaut au moins 3, le théoréme 11 montre que g représente
0. Dans tous les cas on voit que f; représente 0 dans Q,; comme le rang de f; est n — 1, ’hypothése de
récurrence indique que f; représente 0 dans Q, c’est-a-dire que g représente a dans Q. Comme h représente
a dans QQ on obtient bien que f représente 0 sur Q. [

Corollaire 9 Soit f une forme quadratique sur Q non dégénérée, et soit a € Q*. Pour que f représente a
(dans Q), il faut et il suffit qu’il en soit ainsi dans chacun des Q,, v e V.

Démonstration :
Cela résulte immeédiatement du théoréme de Hasse-Minkowski, appliqué a la forme aZ? — f.

Corollaire 10 Une forme quadratique sur Q non dégénérée de rang n = 5 représente 0 si et seulement si elle
est indéfinie (c’est-a-dire si fo représente 0).

Démonstration :
En effet, d’apres le théoréme 11, une telle forme représente 0 dans chacun des Q, et on applique le théoréme
de Hasse-Minkowski.

Terminons cette partie par une application. Soient n,p € N*. On dit que n est somme de p carrés s’il
existe des entiers ny,...,n, tels que n =nf + -+ + nf). Nous allons déterminer les entiers qui sont somme de
trois ou quatre carrés.

Lemme 7 Soit a € Q*. Pour que a soit représenté sur Q par la forme f: (X1, Xo, X3) — X7 4+ X7 + X2, il
faut et il suffit que a soit strictement positif et que —a ne soit pas un carré dans Q.

Démonstration :

D’aprés le corollaire 9, il faut exprimer le fait que a est représenté sur Q, par f, pour tout v € V. Le cas de
R donne immédiatement la condition "a > 0". Soit p un nombre premier, les invariants locaux d,(f) et €,(f)
sont égaux a 1. Si p # 2 alors on a :

(=1, d,(f)p = (=1, =1)p = L = &(f);

le corollaire 8 montre alors que a est représenté par f, sur Q,. Sip =2 on a (=1, —da(f))2 = —1 # e2(f) et le
corollaire 8 montre que a est représenté par f si et seulement si a est différent de -1 dans Q% /Q%?, ¢’est-a-dire
si —a n’est pas un carré de Q,. 1

Lemme 8 (Davenport-Cassels) Soit p € N* et soit A = (aij)1<ij<p une matrice symétrique définie
positive & coefficients entiers. On note f la forme quadratique associée a A. On suppose que pour tout
r = (x1,...,2,) € QV, il existe y € ZP tel que f(z —y) < 1. Alors, si n est représenté par f sur Q, n
est aussi représenté par f sur 7.

Démonstration :
Siz = (21,...,2,) et y = (y1,...,y,) sont deux éléments de Q,, on note z.y = >,1<1i,j < pa; Ty,
leur produit scalaire. On a z.x = f(z). Soit n un entier représenté par f sur Q. Il existe ¢ € N* tel que
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t?n = f(z) = z.x avec z € ZP. Toute partie non vide de N* admettant un minimum, on choisir ¢ et z de telle
sorte que t soit minimal ; nous faisons donc cette hypothése, nous allons montrer que ¢t = 1, ce qui prouvera
le lemme. D’apres 'hypothése du lemme, il existe y € Z? tel que ¥ = y + 2, avec 2.z < 1. Si 2.2 = 0 alors
z =0 et donc 7 est a composantes entieres. Vu la minimalité de ¢, cela entraine ¢ = 1. Supposons que 'on ait

z.z # 0, et posons :
a=yy—n b=2nt—zy) t'=at+b 2’ =ax+ by.
On a a,b,t' €Z et :

2’2" = a’rv.a + 2abx.y + b*y.y = a*t*n + ab(2nt — b) + b*(n + a)
= n(a*t* + 2abt + b*)

= t"”n.
D’autre part :

tt' = at? + bt = t2y.y —nt? + 2nt? — Axy = t2yy — Axy + .00

= (ty —z).(ty — )
= t2z.z,

d’ot t/ =tz.z. Mais 0 < z.z < 1 donc 0 < t’ < t, ce qui contredit la minimalité de t. [

Théoréme 13 Pour qu’un entier strictement positif n soit somme de trois carrés, il faut et il suffit qu’il ne
soit pas de la forme 4*(8b — 1), avec a,b € Z.

Démonstration :

Par le théoréme 3, la condition «n est de la forme 4%(8b — 1)» équivaut a dire que —n est un carré dans Q3.
Notons f la forme quadratique sur Q définie par f(Xi, X, X3) = X2 + X2 + X2. Alors,par le lemme 7, la
forme f représente n sur Q. Mais f est évidement définie positive, de matrice a coefficients entiers, de plus,
pour tout = = (1, s, x3) € Q3 on peut choisir y = (y1, 42, y3) € Z3 tel que |z; —y;| < 1/2 (i = 1,2,3) et on a
f(z —y) < 3/4 < 1. On conclut alors par le lemme 8 que n est somme de trois carrés. [/]

Théoréme 14 Tout entier positif est somme de quatre carrés.

Démonstration :

Soit n un entier strictement positif (0 est bien somme de quatre carrés). On écrit n sous la forme n = 4%m ou
m n’est pas divisible par 4. Si m est congru a 1,2,3,5 ou 6 modulo 8 alors m est somme de trois carrés par le
théoréme précédent, et un nombre somme de trois carrés est évidement aussi somme de quatre carrés. Sinon,
onam= —1 (mod 8), et m—1 est somme de trois carrés donc, comme 1 = 12, m est somme de quatre carrés
et n aussi (car 4* = 2% est un carré). [



Chapitre 7

Compléments.

Dans ce chapitre nous aborderons d’autres équations diophantiennes que celles définies par un polynéme
homogéne de degré 2, notamment I'équation 3X3 + 4Y? + 573 = 0 qui montre que le théoréme de Hasse-
Minkowski ne se généralise pas aux polyndémes homogéenes de degré 3, ainsi que les systémes d’équations
diophantiennes de degré 1 pour lesquels il existe une méthode de résolution systématique.

7.1 Contre-exemples au principe «local-globaly.

Si (F) désigne une équation diophantienne dont on cherche des solutions rationnelles, on dit que le principe
«local-global» s’applique & (E) si affirmation «Si (£) admet une solution non nulle sur R et sur Q, pour tout
nombre premier p, alors (F) admet une solution non nulle sur Q.» est vraie. Le théoréme de Hasse-Minkowski
nous donne un cas ou le principe «local-globaly s’applique, et dans cette partie nous allons donner deux
exemples ol ce principe ne s’applique pas. Le premier exemple est élémentaire, quand au deuxiéme il montre
que le théoréeme de Hasse-Minkowski ne se généralise pas aux polyomes homogénes de degré 3.

Proposition 14 L’équation
(% = 2)(z® — 17)(2* — 34) = 0 (7.1)

admet une solution (non nulle) sur R et sur Q, pour tout nombre premier p, mais elle n’a pas de solution sur

Q.

Démonstration :
Il est évident que (7.1) a une solution réelle mais pas de solution rationnelle. Considérons maintenant un
nombre premier p et montreons qu’au moins I'un des nombres 2,17,34 est un carré dans Q,, ce qui montrera
que (7.1) posséde une solution dans @Q,. Pour cela on utilise les théorémes 2 et 3. Comme 17 =1+ 2* =1
(mod 8), 17 est un carré dans Q. Comme 2 = 62 (mod 17), 2 est un carré dans Q7. On suppose alors
p # 2,17. Comme (%)(%) = (%), on en déduit que si 2 et 17 ne sont pas des carrés dans Q, alors 34 est un
carré dans @, donc (7.1) a bien une solution dans Q,.

Le contre-exemple suivant, di a Selmer, est beaucoup plus difficile et nous n’en donnerons pas une preuve
détaillée. On trouvera dans le livre de Henri Cohen [2]| une étude approfondie des équations diophantiennes
de la forme az? + by? + czP = 0.

Théoréme 15 L’équation
3X? +4Y3 +52° =0 (7.2)

admet une solution non nulle dans R? et dans Qg pour tout nombre premier p, mais n’admet pas de solution
non nulle dans Q3.

29
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Démonstration :
Montrons que I'équation (7.2) admet localement des solutions non nulles. Il y a évidement des solutions réelles,
par exemple (1, (%)%,0). Soit p un nombre premier ; nous allons montrer que (7.2) admet une solution non
nulle sur Z,, a Paide du lemme de Hensel 1. Si p = 3 alors I'équation 4y —5 = 0 a une solution modulo 3% = 27
(il s'agit de 2) et comme v3(3 x 4 x 22) = 1 avec 2 x 1 < 3 le lemme de Hensel prouve qu’il existe yo € Zs
tel que 4y3 — 5 = 0. Alors (0,0, —1) est une solution de (7.2) dans Zs. Si p = 5 alors 2 est solution modulo
5 de I'équation 4y® + 3 = 0 donc par le lemme de Hensel il existe yo € Zs tel que 4y + 3 = 0 et (1,70, 0) est
solution de (7.2) dans Zs. On suppose maintenant que p ¢ {3,5}. S’il existe a € (Z/pZ)* tel que 3 = a® alors
L est une solution modulo p de 3z% — 1 = 0, donc il existe zq € Z,, tel que 3z — 1 = 0 et alors (z9,1, —1) est
une solution de (7.2) dans Z,. Si 3 n’est pas un cube dans (Z/pZ)*, alors le groupe des cubes de (Z/pZ)*,
que nous noterons (Z/pZ)*3, est d’indice 3, et {1, 3,9} est un systéme de représentants de (Z/pZ)* /(Z/pZ)*3.
On considere alors les trois cas suivant :

~ Si 5 est un cube, alors 52° — 1 = 0 a une solution modulo p donc il existe z € Z,, tel que 525 — 1 = 0 et

(—1,1, 29) est une solution de 'équation (7.2) dans Z,.

- Si % est un cube, alors 52° —3 = 0 a une solution modulo p donc il existe zy € Z, tel que 525 —3 = 0 et
(—1,0, z0) est une solution de I'équation (7.2) dans Z,,.

— Si 2 est un cube, alors t* — 15 = 0 a une solution modulo p donc il existe o € Z, tel que t§ — 15 = 0 et
(3tp, 5, —7)) est une solution de I'équation (7.2) dans Z,.

Indiquons maintenant comment montrer que (7.2) n’a pas de solution rationnelle non nulle. En écrivant (7.2)
sous la forme (2y)% +62® = 10(—2) on remarque qu’il suffit de montrer que ’équation 23+ 6y* = 1023 n’a pas
de solution non nulle sur Q; supposons que (a, b, ¢) soit une telle solution, quitte a éliminer les dénominateurs
on peut supposer que a,b et ¢ sont entiers et premiers entre eux dans leur ensemble. Alors abc # 0 et on a
(a+bV/6)(a® — aby/6 4+ b*3/36) = 10c3. 1l convient donc d’étudier la structure de Og := Z[+/6], pour montrer
que cette égalité est impossible. On procéde de la maniére suivante.

Etape 1 : On montre que Z[+/6] est 'anneau des entiers du corps de nombres K := Q[v/6], et que son

discriminant est —22 x 3°.

Etape 2 : On montre que Ok est principal. Au cours de cette étape on est ammené a factoriser (p) pour
pe{2,3,5,7} : on éerit (2) = p3, (3) = p3, (5) = pspes et (7) = prpipf.

Etape 3 : On montre que (a + by/6, a® — aby/6 + b?\/36) = po.
Etape 4 : On montre que (a + by/6) est inclu dans ps mais pas dans (5).

Etape 5 : On a (a + bv/6)(a® — abv/6 + b>v/36) = pipspasc® et a I'aide des étapes 3 et 4 on en déduit
qu'il existe a € Ok et u € O te que a + bv/6 = (2 — v/6)(1 + v/6)a’u.

Etape 6 : En utilisant le théoréme des unités de Dirichlet on montre que l’on peut supposer que

u = (%)k avec k € {0, 1,2}.

Etape 7 : En multipliant par 2 la relation obtenue & 'étape 5 on obtient 2¥(a + b¢/6) = (2 — v/6)(1 —
V6)33, ot B = (2 — v/6)Fa. On écrit alors S sous la forme A + Bv/6 + C+/36 avec A, B,C € 7Z, et en
comparant les coefficients devant +/36 on obtient :

0=A%+6B>+360°+36ABC — 9(A’B + 6B>C + 6C?A) + 6(AB? + 6BC? + C A?).
Enfin, on en en déduit que A = B = C = 0 et donc que a = b = 0, ce qui est absurde.
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7.2 Les équations diophantiennes homogénes de degré 1.

7.2.1 Une équation.

Soient k € N*, (ay,...,ax) € Z*\(0,...,0), b€ Z et considérons I'équation diophantienne :
a1ry + -+ apxy = b. (7.3)
(7.4)

Proposition 15 Soient aq,...,ax, d des éléments d’un anneau principal A. Si d est un pged de aq,...,ax
alors il existe (uy, ..., uy) € A* tel que d = ajuy + -+ - + apug.
Démonstration :
Si d est un pged de ay, ..., a; alors il appartient a a; A + - - + ax A, d’ou l'existence de uy, ..., ux. Récipro-
quement, supposons que d = ajuj + - - - + aguy. Soit dy un pged de aq,...,ax. Onade a A+ -+ arA = dpA
et donc dy divise d. De plus d est un diviseur commun de a4, ..., a, donc un diviseur de dy. Finalement d et
dy sont associés donc d est un pged de aq, ..., ax.
Corollaire 11 (théoréme de Bézout) Pour que des éléments ay,...,a; d’un anneau principal A soient
premiers entre euz dans leur ensemble, il faut et il suffit qu’il existe (uy, ..., ux) € A tel que 1 = ajus + -+ -+
arpUg.
Démonstration :
On applique la proposition précédente avec d = 1 qui divise aq, ..., az.

Proposition 16 Une condition nécéssaire est suffisante pour que (7.3) admette au moins une solution est
que pged(ay, . .., ay) divise b.

Démonstration :

Notons d ce pged et a; =: da) pour i = 1,...,n. Si on a une solution (z1,...,z,) alors d>, , alx; = b donc d
divise b. Réciproquement si d divise b on note b =: db’ et on peut écrire (7.3) sous la forme .  alz; = ¥'. Or
pged(al, ..., al) = 1 donc par le théoréme de Bézout il existe (uy,...,u,) € Z" tel que Y  alu; = 1, d’ou
S aib'u; = b qui donne la solution (b'ug, ..., buy,).

Proposition 17 On considére [’équation ax + by = ¢ o (a,b,c) € Z3 et pged(a,b) = 1. Soient (xq,yo) une

a b
solution de l’équation, a’ = p et = 7 L’ensemble des solutions de cette équation est {(xo—kb, yo+ka), k € Z}.

Démonstration :

Soit (z,y) une solution de I’équation. On a ax + by = ¢ et axg + byy = ¢ donc par soustraction a(z — xg) +
b(y — yo) = 0 or a est premier avec b par hypothése donc a divise (y — o) : il existe k € Z tel que y — yo = ka.
On a alors a(z — x¢) + bka = 0 donc x = xy — kb. Réciproquement, pour tout k € Z, (xq — kb,yo + ka) est
bien solution de I’équation.

Dans le cas a deux variables admettant une solution on peut toujours trouver une solution par I’algorithme
d’Euclide étendu.

Exemple :

L’équation 56z + 15y = 1 admet pour solution particuliére (—4,15) et I'ensemble des solutions de cette
équation est {(—4 — 15k, 15 + 56k), k € Z}.
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On peut généraliser la méthode exposée dans la démonstration de la proposition 17.

Exemple :
On considére 'équation 20z + 15y + 45z = 175. On commence par réduire cette équation sous la forme
équivalente (E) 4z + 3y + 92z = 35, avec cette fois-ci pged(4, 3,9) = 1.

On remarque que (8, 1,0) est solution de (E), et on considére une solution (x,y, z) de (E). Par soustraction
de ces deux solutions on obtient 4(x — 8) + 3(y — 1) + 92 = 0, or 3 est premier avec 4 donc 3 divise x — §;
on écrit x — 8 = 3a. On obtient alors y = 1 — 4o — 3z. Réciproquement on vérifie que pour tout (a, z) €
Z? (3a+ 8,1 — 4o — 3z, 2) est solution de (E).

7.2.2 Systémes d’équations linéaires

Dans cette partie on considére deux entiers strictement positifs n et m, une matrice M € M,,,,(A4) on A
est un anneau principal, un vecteur B € M,, ; et on cherche X € M,, ; vérifiant :

MX =B (7.5)
(7.6)

On commence par un théoréme de réduction.

Théoréme 16 (Réduction de Smith) Il existe deuz matrices inversibles P € GL,(A),Q € GL,,(A) et une
matrice D = (d; ;)ij € Mpm(A) quasi-diagonale (c’est-a-dire d; ; = 0 pour i # j), telles que M = PDQ et
d;; divise diiq 41 pour tout i € [1, min(n, m)].

De plus, si M = P'D'Q’" est une autre décomposition de cette nature alors pour tout i € [[1, min(n, m)]| les
scalaires d;; et d; ; sont associés.

Démonstration :

On commence par la partie «unicité». Notons r = min(n,m) et pour k < r notons Dy(M) le pged
des mineurs d’ordre k de la matrice M. Par la formule de Binet-Cauchy Dy(M) = Dy(D) = Dy(D’) or
Dyp(D) =dyy...dgy donc dyy ... dyp = updy ;... dy, avec uy, € A* (et ce, pour tout k € [1,7]). Donc dy; et
dy , sont associés. Comme A est intégre, on a aussi d , = uy, My, 1 dyx, done dy et d}, , sont associés.

Passons maintenant a la partie «existence». Ce qui précéde montre que les d;; sont déterminés par les
égalités dy 1 ...d;; = D;(M). En particulier d; ; est le pged des coefficients de M. La premiére étape consiste

donc & trouver une matrice M’ = (m; ;); ; équivalente & M telle que m] ; soit égale a ce pged.

z?]
On commence par construire une suite de matrices équivalentes M®), p e N, avec M(© = M et telles que

mgpf divise m%’fl). Pour passer de N = (n;;);; := M@ a M®) il y a quatre cas :

— 1) si ny; divise ny 1, ..., ny ;1 mais ne divise pas ny ;. Alors d := pged(ny 1, n1 ;) s'écrit d = ung 1 +vny
, .. nj1 nia e . .
(dans anneau principal A). Notons w = ——— et z = —— et définissons une matrice @ = (¢;;)i; €
d d o

GL,,(A) par :

Qg = 0L, sauf si {k, 1} U {1,7};

i1 = u,qj1 =0V,q1; = W,q; = 2.

Alors M®) .= M®=1Q convient, car m%’% = d divise ny ; = mi{)fl).

— 2) si ny divise tous les ny ; ainsi que ny1,...,n;-1,1 mais ne divise pas n;;. Ce cas est symétrique au

précédent, une multiplication & droite par P € GL,,(A) fournit M®) avec mgpf = pged(ng 1, n;) divise

(p—1)
ml’l .
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— 3) si ny, divise tous les ny ; et tous les n;; mais ne divise pas un n,; avec i,7 = 2. Alors n;; = any ;.
Définissons une matrice P = (p; ;)i; € GL,(A) par :
-pry = Ok, sauf si {k, 1} U {i, 1};
pri=a+1,pi1=1p,;=—-1,p;=0.
Posant alors N = PN, onan,, = n;; etn). = (a+ 1)n;; —n;;. Nous sommes donc ramenés au
’ 1,1 s 1,9 5] »J

premier cas, et il existe une matrice équivalente M® . avec mgpf = pgcd(n’l,l,n’lvj) = pged(na 1, qui

.. (p—1)
divise ny 1 =my; .

— 4) si ny; divise tous les coefficients de la matrice N. Dans ce cas on pose M® .= M1

. . . e qe . -1 . s
Il est essentiel de noter que, dans les trois premiers cas, mgp%, qui divise m§p1 ), ne lui est pas associé.

Comme A est principal, il est noethérien et donc les éléments de la suite (mgp f)p>0 sont tous associés a par-

Z(q]) On a mgf]l) = aimﬂ et
mgq]) = bjmg(,q~ Soit alors P = (p;;)i; € GL,(A) et Q = (¢ij)i; € GLnm(A) les matrices définies par :
Pii = 1,pi1=—a;sii> 2, p;,; =0 sinon;

45 = 1>QI7j = _bj sij =2, 4ij = 0 sinon.
La matrice M’ := PM(‘I)Q est équivalente a M@ donc & M. Elle est de la forme :

tir d’un certain rang ¢. On est alors dans le dernier cas : mgq% divise tous les m

m 0 ... 0

MII

ot m divise tous les coefficients de M".

On peut alors montrer le théoréme par récurrence sur r = min(n, m).

L’analyse précédente montre que le résultat est vrai pour r = 1.

Sir = 2 et sile résultat est vrai a 'ordre » — 1 alors on applique ’hypothése de récurrence au facteur
M" € M(n_1)x(m-1) de la réduction ci-dessus : il existe P" € GL,_1(A) et Q" € GL,,_1(A) telles que P"M"Q"
soit quasi-diagonale.

On pose alors P’ = diag(1, P") et @' = diag(1,Q") qui sont inversibles et on obtient une matrice quasi-
diagonale P'M’'Q)" équivalente a M’ donc a M. Ceci achéve la récurrence. [/]

Remarque 2 Le plus grand entier ¢ tel que d;; # 0 est le rang de M.

Corollaire 12 On considere le systéme (7.5) dans Uanneau Z. Soit (P,Q) € GL,(Z) x GL,(Z) et D €
Msxm(Z) comme dans le théoreme précédent. Notons (Vy,...,0,)t = P'B e Z™. Alors le systéme (+) n’a pas
de solution si b, # 0 pour i =1+ 1 (r =1g(A)) et dans le cas contraire I’ensemble des solutions est :

— bl b{r‘ m—r
QY2 . g, )’ (Tgs - T) € ZMT)
dy d,
Démonstration :
On note M = PDQ et si X est une solution de (7.5) alors on a P~'A’Q'X = B puis on multiplie & gauche
par diag(dy1,...,d,,,0,...,0)P. On remarque alors que ’on obtient bien le résultat voulu.

Pour obtenir P! et Q !, on effectue sur la matrice M des opérations élémentaires du type :
— échanger deux lignes ou deux colonnes ;
— ajouter a une ligne (resp. une colonne) a fois une autre ligne (resp. colonne), ou a € Z.
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On effectue ces opérations sur les lignes (resp. colonnes) dans le méme ordre sur I,, (resp. I,,,) pour obtenir la
matrice P! (resp. Q7).

Exemple :
I’ensemble des solutions de 3z — 5y — 4z = 0 est {key + leg; (k,1) € Z*} o €1 = (=5, —3,0) et ex = (8,4,1).
En effet, on a :

(3 =5 —4) > 1I;

120

(31 —4)(Cr—Cy+2C1)— |0 1 0

001

2 10

(1 3 —4)(CreC)—[10 0

001

2 —5 8

(1 0 0)(Co—Co—3CetCs «— C3+4C) — |1 =3 4| =Q"

0 0 1

Exemple :
[’ensemble des solutions du systéme

Tvr+5y—z =0
20 +2y — 32 =0

est {(13k, —19k, —4k), k € Z}.

7.2.3 Conclusion

Nous avons vu deux types d’équations diophantiennes qui peuvent étre résolues de maniére systématique :
les systémes d’équations diophantiennes linéaires, qui se résume a une réduction matricielle, et les équations
polynomiales homogénes de degré 2. Dans le cas d’une équation P(Xy,...,X,) = 0 avecn > 2 et p €
Z[X1,...,X,] homogéne de degré deux, on commence par étudier I'existence d’une solution non triviale a
I’aide du théoréme de Hasse-Minkowski. Pour cela, on peut soit utiliser le théoréme 11, soit étudier I’équation
sur les corps finis et essayer de relever les solutions dans les corps Q, avec le lemme de Hensel (sans oublier
d’étudier le cas réel). On obtient alors 'existence, ou non, d’une solution non triviale dans Q", mais ce projet
n’a pas présenter d’algorithme pour calculer effectivement une telle solution. De tels algorithmes existent, un
exemple pour le cas & trois indéterminées est donné dans [2]. Partant d’une solution non triviale on détermine
un paramétrage rationnel de I'hypersurface d’équation P(xq,...,2, 1,1) = 0 (aprés permutation éventuelle
des indéterminées) ; ceci est toujours possible dans le cas ot P est de degré 2 en faisant I'interscection de cette
hypersurface avec des droites de pentes rationnelles passant par le point solution déterminé précédement. Ce
paramétrage rationnel nous donne alors les autres solutions.
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