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Chapitre 1

Avant-propos.

Les équations diophantiennes, du nom du mathématicien grec Diophante (IIIe siècle après J.C), sont des
équations polynômiales en plusieurs variables, dont on cherche des solutions en nombres entiers ou rationnels.
La résolution de ces équations est généralement di�cile et utilise des outils variés tels que les nombres p-
adiques, les anneaux d'entiers d'un corps de nombres ou encore la géométrie des nombres dans les réseaux de
Rn par exemples. Dans ce projet nous utiliserons essentiellement les nombres p-adiques ainsi que des formes
quadratiques et nous nous intéressons aux équations diophantiennes

P pX1, . . . , Xnq � 0 (1.1)

où P P QrX1, . . . , Xns est un polynôme homogène. On remarque que pour ce type d'équation il revient au
même de chercher des solutions dans Qn{tp0, . . . , 0qu ou dans Zn{tp0, . . . , 0qu. Nous considérerons essentielle-
ment le cas où P est de degré 2, le point central du projet étant la démonstration, au chapitre 6, du théorème
de Hasse-Minkowsi qui illustre un principe �local-global� ; la démonstration proposée est extraite du livre de
Jean-Pierre Serre [1]. Les parties 3.1, 3.2 et 5.1 sont composées d'énoncés sans démonstration (essentiellement
des rappels) dans le but de faciliter les références à des notions et résultats supposés connus concernant les
nombres p-adiques et les formes quadratiques. Les compléments du chapitre 7 présentent notamment un cas
particulier où P est de degré 3 ainsi qu'une étude des systèmes d'équations diophantiennes homogènes de
degré 1.
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Chapitre 2

Introduction.

2.1 Paramétrage rationnel.

Commençons par déterminer les triplets Pythagoriciens c'est-à-dire les triplets px, y, zq P N3 tels que
x2 � y2 � z2.

Proposition 1 Pour que px, y, zq P N3 soit solution de l'équation

x2 � y2 � z2 (2.1)

il faut et il su�t qu'il existe u, v P N premiers entre eux et d P N tels que px, y, zq ou py, x, zq soit égal à
pdpu2 � v2q, 2duv, dpu2 � v2qq.
Démonstration :

La condition est su�sante car :

pdpu2 � v2qq2 � p2duvq2 � d2u4 � 2d2u2v2 � d2v4 � 4d4u2v2

� pdu2q2 � 2du2dv2 � pdv2q2
� pdpu2 � v2qq2.

Montrons qu'elle est nécessaire. Soit px, y, zq P N3 véri�ant (2.1). Écartons le cas xyz � 0 qui est bien de
la forme indiquée (par exemple si y � 0 alors on prend u � 1, v � 0 et d � xp� zq). En divisant x, y, z
par pgcdpx, y, zq on obtient une autre solution, on peut donc supposer que pgcdpx, y, zq � 1, on obtient les
autres solutions en multipliant x, y, z par d P N. Par (2.1), x, y, z sont premiers entre eux deux à deux, en
particulier il est impossible que deux de ces nombres soient pairs. De plus x et y ne peuvent être impairs
tous les deux car on aurait alors x2 � 1 pmod 4q, y2 � 1 pmod 4q d'où z2 � x2 � y2 � 2 pmod 4q et alors 2
diviserait z et on aurait z2 � 0 pmod 4q ce qui est absurde car 0 � 2 pmod 4q. Quitte à échanger x et y on
peut donc supposer x impair et y pair. Nous terminons alors la preuve par un raisonnement d'arithmétique,
une méthode alternative sera exposée dans la remarque suivante.

On écrit alors y2 � z2 � x2 � pz � xqpz � xq. Comme le pgcd de 2x et 2z est 2, et que 2x � pz � xq � pz �
xq, 2z � pz�xq�pz�xq, le pgcd de z�x et de z�x est égal à 2. Posons alors y � 2y1, z�x � 2x1, z�x � 2z1,
où x1, y1, z1 P Z. On a alors y12 � x1z1, et comme x1 et z1 sont premiers entre eux, nécéssairement x1 et z1 sont
des carrés : x1 � u2 et z1 � v2, u, v P Z. On a donc z � x � 2u2, z � x � 2v2 et y2 � 2u22v2 d'où
x � u2 � v2, y � 2uv et z � u2 � v2. De plus u et v sont premiers entre eux sinon x, y, z auraient un facteur
premier en commun, ce qui est exclu. m
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Remarque 1 Une autre façon de terminer la preuve précédente et d'utiliser un paramétrage rationnel du
cercle unité. Posons X � x

z
et Y � y

z
. Alors x2 � y2 � z2 si et seulement si X2 � Y 2 � 1. Nous cherchons

donc des points à coordonnées rationnels sur le quart de cercle trigonométrique X � x
z
¡ 0, Y � y

z
¡ 0. Or ce

quart de cercle admet le paramétrage, où t Ps0, 1r,

X � 1� t2

1� t2
, Y � 2t

1� t2
.

Si t P Q alors X, Y P Q. Réciproquement, si X, Y P Q alors t2 � 1�X

1�X
P Q et donc t � 1� t2

2
Y P Q. Ainsi,

pour connaitre les solutions premières de (2.1) il su�t de choisir t P Q et alors x, y, z sont déterminés par
le fait que X � x

z
et Y � y

z
, les fractions étant écrite sous formes réduites (c'est-à-dire que les fractions ont

été simpli�ées puis ramenées au plus petit dénominateur commun) avec x impair. Soient alors v P N, u P N�

premiers entre eux, et t � v
u
. On a :

X � 1� t2

1� t2
� u2 � v2

u2 � v2
, Y � 2t

1� t2
� 2uv

u2 � v2
.

Véri�ons que u2 � v2, 2uv, u2 � v2 sont premiers dans leur ensemble, ils seront alors égaux respectivement à
x, y, z par unicité de la forme réduite de X et Z. Soit p un diviseur premiers de ces trois nombres. Alors p
divise pu2 � v2q � pu2 � v2q � 2u2 et pu2 � v2q � pu2 � v2q � 2v2. Si p � 2 alors p divise u et v, ce qui est
exclu car pgcdpu, vq � 1. Donc p � 2, et le fait que 2 divise u2 � v2 nécéssite que u et v soient de même
parité. Mais comme u et v sont premiers entre eux, ils doivent donc être impairs : u � 2k � 1, v � 2m � 1
et alors u2 � v2 � 4k � 4k2 � 4m� 4m2, 2uv � 2p1� 2k � 2m� 4kmq, u2 � v2 � 2� 4k � 4k2 � 4m� 4m2.
On peut simpli�er par 2. On obtient des nombres premiers entre eux dans leur ensemble qui seront égaux à
x, y, z par unicité de la forme réduite de X et Y. Mais ceci implique que x est pair ce qui est exclu. Le facteur
2 est à rejeter et les trois nombres considérés sont e�ectivement premiers entre eux dans leur ensemble, égaux
à x, y, z. Ainsi pour toute solution px, y, zq P N3 avec pgcdpx, y, zq � 1, x impair et y pair on a z impair et il
existe u, v P N premiers entre eux tels que x � u2 � v2, y � 2uv et z � u2 � v2. m

La méthode employée pour résoudre (2.1) est applicable à d'autres équations du type (1.1). Il su�t
d'avoir un paramétrage rationnel de l'hypersurface pHq d'équation P px1, . . . , xn�1, 1q � 0. Pour obtenir un
tel paramétrage on peut procéder de la manière suivante : connaissant un point z de cette hypersurface à
coordonnées rationnelles, si une droite de pente rationnelle passe par z et rencontre l'hypersurface en y alors y
est à coordonnées rationnelles, et réciproquement si y est un autre point de pHq à coordonnées rationnelles alors
la droite passant par y et z est de pente rationnelle. On est donc parfois ramener à trouver, si elle existe, une
solution non nulle (puisqu'on veut P px1, . . . , xn�1, 1q � 0) de (1.1). Le théorème de Hasse-Minkowski indique
une condition nécéssaire est su�sante pour qu'une équation (1.1) avec P homogène de degré 2 admette une
solution non nulle.

Terminons cette partie par un exemple de degré 3.

Exemple :
Considérons l'équation

x3 � y3 � xyz. (2.2)

Montrons que px, y, zq P Z3 est solution de cette équation si et seulement s'il existe u, v P Z premiers entre eux
et d P Z tels que px, y, zq � pduv2, du2v, dpu3�v3qq. Soit px, y, zq une solution de (2.2). Si z � 0 alors l'ensemble
des solutions est tpx,�x, 0q, x P Zu. Soit d � pgcdpx, y, zq. On remarque que px

d
, y
d
, z
d
q et p�x,�y,�zq sont
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solutions de (2.2), donc on peut supposer d � 1 et z ¡ 0, on obtiendra alors toutes les solutions en multipliant
x, y, z par un entier relatif. Posons X � x

z
et Y � y

z
. Alors le point de coordonnées pX, Y q est à coordonnées

rationnelles sur la courbe C de R2 d'équation X3 � Y 3 � XY (Folium de Descartes). Réciproquement, tout
point M à coordonnées rationnelles pX, Y q de C autre que l'origine fournie une solution du type indiqué en
exprimant les rationnels X � x

z
et Y � y

z
comme fractions réduites puis ramenées au plus petit dénominateur

commun. En recoupant C avec les droites d'équations Y � tX, t P Q on obtient le paramétrage rationnel
X � t

1�t3 , Y � t2

1�t3 des points autres que l'origine. Pour t P Q on a X P Q et Y P Q. Réciproquement
si X P Q� et Y P Q alors t :� Y

X
P Q (on a X � 0 en-dehors de l'origine). Pour tout t � u

v
P Q avec

u P Z�, v P N� et pgcdpu, vq � 1, on obtient x � uv2, y � u2v, z � u3 � v3 premiers dans leur ensemble (on
remarque que les solutions p0, 0, zq, z P Z sont aussi de cette forme). Réciproquement, pour tout u, v P Z,
puv2, u2v, u3 � v3q est bien solution de (2.2). m

2.2 Réduction

Considérons l'équation :

P pX1, . . . , Xnq � 0 où P P ZrX1, . . . , Xns. (2.3)

Dans le but de déterminer si cette équation possède ou non une solution, on peut l'étudier sur un anneau
Z{nZ ou sur un corps Qp. Dans cette partie nous allons considérer la réduction modulo un entier.

Proposition 2 Si l'équation (2.3) admet une solution entière alors elle admet une solution dans Z{nZ pour
tout entier n.

Démonstration :
Cela résulte immédiatement du fait que la projection canonique ZÑ Z{nZ est un morphisme de groupes.

Exemple :
On considère l'équation 15x2 � 7y2 � 9. Alors on obtient �2y2 � �1 pmod 5q soit 2y2 � 1 pmod 5q. Puis
l'inverse de 2 modulo 5 est 3 donc on obtient l'équation y2 � 3 dans Z{5Z. Or l'ensemble des carrés de Z{5Z
est t0, 1, 4u donc l'équation n'a pas de solution.

En revanche la réciproque de la proposition est fausse comme le montre l'exemple suivant.

Proposition 3 L'équation pEq : px2 � 13qpx2 � 17qpx2 � 221q � 0 n'admet pas de solution dans Z mais elle
en admet dans Z{nZ pour tout n P N�.

Démonstration :
Cette équation n'a pas de solutions entières car 13, 17 et 221 ne sont pas des carrés dans Z.
Montrons que cette équation a au moins une solution dans Z{nZ (n P N�). Le cas n � 1 est trivial. Par le
lemme chinois il su�t de montrer que pEq a une solution dans Z{piZ pour tout nombre premier p et tout
entier non nul i. Soit p un nombre premier. On commence par montrer que pEq admet une solution dans
Z{pZ, Pour cela on montre que 13 ou 17 ou 221 est un carré modulo p. On remarque que 221 � 13 � 17 et

par la multiplicativité du symbole de Legendre on a, pour p � 13, 17,
�13

p

	�17

p

	
�
�221

p

	
, donc soit 13 ou 17

est un carré modulo p, soit ni 13 ni 17 ne sont des carrés modulo p mais dans ce cas 221 est un carré modulo
p, de plus 13 est un carré modulo 17 et 17 est un carré modulo 13, donc dans tous les cas pEq admet une
solution dans Z{pZ.
La �n de la preuve résulte du lemme suivant (17 est un carré modulo 2 et 17 � 1 pmod 8q).
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Lemme 1 Soit p un nombre premier et a P Z� un carré modulo p.
Si p � 2 alors a est un carré modulo pi pour tout i P N�.
Si p � 2 et si a � 1 pmod 8q alors a est un carré modulo pi pour tout i P N�.

Démonstration :
On raisonne par récurrence sur i P N�. On note Pi la proposition �a est un carré modulo pi�.
Par hypothèse P1 est vraie.
Soit i P N�, supposons que Pi est vraie et montrons que Pi�1 est vraie.
Supposons dans un premier temps p � 2. Comme Pi est vraie, il existe x0 P Z tel que a � x2

0 pmod piq. On
veut montrer qu'il existe x1 P Z tel que a � x2

1 pmod pi�1q, on cherche x1 sous la forme x1 � x0 � pit. On a :

x2
1 � x2

0 � 2pix0t� p2it2

� x2
0 � 2pix0t pmod pi�1q

Or 2̄ et x̄0 sont inversibles dans Z{pZ et par hypothèse pi divise a2 � x2
0 donc en posant t � a� x2

0

2pix0

et

x1 � x0 � pit on a a � x2
1 pmod pi�1q (car x2

1 � a� pa�x20q2
4x20

et a� x2
0 est un multiple de pi).

Suposons maintenant p � 2 et a � 1 pmod 8q alors on a aussi a � 1 pmod 4q et comme 1 est un carré modulo
4 et 8, P2 et P3 sont vraies. Soit alors un entier i ¥ 3 tel que Pi est vraie. Il existe alors px0, kq P Z2 tel que

a � x2
0 � k2i. On pose x1 � x0 � 2i�1t avec t � a�x20

2ix0
et on a : x2

1 �
�
x0 � a�x20

2x0

�2 � a� pa�x20q2
4x20

� a� k2

x0
22i�2 avec

2i� 2 ¥ i� 1 car i ¥ 3 donc x2
1 � a pmod 2i�1q.

Ceci achève la récurrence. m

Nous allons dans la suite du projet étudier �localement� l'équation (1.1).



Chapitre 3

Rappels et compléments concernant les nombres

p-adiques.

Les parties 3.1 et 3.2 sont composées de rappels, essentiellement sans démonstration, concernant les
nombres p-adiques. Dans tout ce chapitre, p désigne un nombre premier.

3.1 L'anneau Zp et le corps Qp.

Pour tout entier n ¥ 1, on pose An � Z{pnZ. Étant donné un élément de An�1 on peut considérer un de
ses relèvements dans Z puis sa projection dans An, on obtient ainsi un morphisme d'anneaux

φn�1 : An�1 Ñ An

qui est surjectif, de noyau pnAn�1.

Dé�nition 1 On appelle anneau des entiers p-adiques, et on note Zp, la limite projective du système pAn, φnqn¥1.
Ainsi un élément x P Zp est une suite pxnqn¥1 P

±8
n�1An telle que φnpxnq � xn�1 si n ¥ 2. L'addition et la

multiplication de Zp sont dé�nies coordonnées par coordonnées.

Dé�nition 2 On appelle groupe des unités p-adiques le groupe multiplicatif U :� Z�
p , et pour tout n ¥ 1, on

pose Un � 1� pnZp.

Proposition 4 Pour tout n P N� on a l'isomorphime d'anneaux suivant : Zp{pnZp � Z{pnZ.

Proposition 5 Pour qu'un élément de Zp (resp. An) soit invesrible, il faut et il su�t qu'il ne soit pas divisible
par p. De plus, tout élément non nul x de Zp s'écrit de façon unique sous la forme x � pku avec k P N et
u P U .

L'entier k de la proposition précédente s'appelle la valuation p-adique de x et se note vppxq. On pose vpp0q �
�8, et pour tout x, y P Zp on a :

vppxyq � vppxq � vppyq
vppx� yq ¥ infpvppxq, vppyqq
vppx� yq � infpvppxq, vppyqq si vppxq � vppyq.

La première formule montre que Zp est intègre.

On munit les An de la topologie discrête et Zp de la topologie produit.

11
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Proposition 6 La topologie de Zp peut être dé�nie par la distance

dpx, yq � p�vppx�yq.

L'anneau Zp est un espace compact, complet, dans lequel Z est dense.

Dé�nition 3 On appelle corps des nombres p-adiques, et on note Qp, le corps des fractions de l'anneau Zp.

On a Qp � Zprp�1s et tout élément x P Q�
p s'écrit de façon unique sous la forme pnu avec n P Z et u P U .

L'entier n s'appelle la valuation p-adique de x et se note vppxq. On a vppxq ¥ 0 si et seulement si x P Zp; et si
x est un carré dans Qp alors vppxq est pair.

Proposition 7 Le corps Qp muni de la topologie dé�nie par la distance dpx, yq � p�vppx�yq est localement
compact et Zp en est un sous-anneau ouvert ; le corps Q est dense dans Qp.

3.2 Équations p-adiques.

Dans cette partie nous nous intéressons équations fpx1, . . . , xmq � 0 où f P ZprX1, . . . , Xms, m P N�

et p premier. On dit que x � px1, . . . , xmq P Zmp est primitif s'il existe i P rr1,mss tel que xi est inversible,
c'est-à-dire que xi n'est pas divisible par p. Nous donnons une preuve des résultats que nous utiliserons par
la suite.

Proposition 8 Soit f P ZprX1, . . . , Xms un polynôme homogène. Alors f a un zéro non trivial dans Qm
p si

et seulement si f a un zéro primitif dans Zmp .

Démonstration :
Supposons qu'il existe x � px1, . . . , xmq P Qm

p {tp0, . . . , 0qu tel que fpxq � 0.On pose h :� minpvppx1q, . . . , vppxmqq
(h   �8 car x � 0) et y � p�hx. Alors y est un élément primitif de Zmp et fpyq � 0. La réciproque est évidente.

Le lemme suivant est l'analogue p-adique de la méthode de Newton.

Lemme 2 Soit f P ZprXs. Soient x P Zp et n, k P N tels que 0 ¤ 2k   n, fpxq � 0 pmod pqn et vppf 1pxqq � k.
Il existe y P Zp tel que :

fpyq �0 pmod pn�1q
vppf 1pyqq � k et y � x pmod pn�kq.

Le théorème suivant permet de demontrer l'existence d'une racine d'un polynôme à plusieurs indéterminées
sur Zp.

Théorème 1 (Lemme de Hensel) Soient f P ZprX1, . . . , Xms, x � px1, . . . , xmq P Zmp , n, k P N et j P
rr1,mss. On suppose que 0 ¤ 2k   n, fpxq � 0 pmod pnq et vpp

Bf
BXj

pxqq � k.

Alors il existe y P Zmp tel que fpyq � 0 et y � x pmod pn�kq (on dit que x se relève en une solution exacte).

Corollaire 1 Supposons p � 2. Soit f une forme quadratique sur Qp à coe�cients dans Zp,

fpX1, . . . , Xmq �
¸

1¤i,j¤m
ai,jXiXj P ZprX1, . . . , Xms avec ai,j � aj,i,

dont le discriminant detppai,jq1¤i,j¤mq est inversible. Soit a P Zp. Toute solution primitive de l'équation fpxq �
a pmod pq se relève en une solution exacte.
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Démonstration :
Soit x P Zmp primitif tel que fpxq � a � 0 pmod pq. Les dérivées partielles de f � a sont, pour j P rr1, . . . ,mss,

Bpf � aq
BXj

� 2
m̧

i�1

ai,jXi.

Mais par hypothèse l'une des composantes de x n'est pas divisible par p, l'un des coe�cients ai,j n'est pas

divisible par p et p � 2, donc il existe j P rr1, . . . ,mss tel que Bpf � aq
BXj

� 0 pmod pq et par le théorème

précédent (appliqué avec n � 1 et k � 0) x se relève en une solution exacte. m

Corollaire 2 Supposons p � 2. Soit f une forme quadratique à coe�cients dans Z2,

fpX1, . . . , Xmq �
¸

1¤i,j¤m
ai,jXiXj P Z2rX1, . . . , Xms avec ai,j � aj,i,

dont de discriminant detppai,jq1¤i,j¤mq est inversible. Soit a P Zp. Toute solution primitive de l'équation
fpxq � a pmod 8q se relève en une solution exacte.

Démonstration :
Soit x P Zm2 primitif tel que fpxq � a � 0 pmod 8q. Les dérivées partielles de f � a sont, pour j P rr1, . . . ,mss,

Bpf � aq
BXj

� 2
m̧

i�1

ai,jXi.

Mais par hypothèse l'une des composantes de x n'est pas divisible par 2 et l'un des coe�cients ai,j n'est

pas divisible par 2 donc il existe j P rr1, . . . ,mss tel que Bpf � aq
BXj

� 0 pmod 4q et par le théorème précédent

(appliqué avec n � 3 et k � 1) x se relève en une solution exacte. m

3.3 Les carrés de Q�
p.

On note Q�2
p � tx P Q�

p , Dy P Q�
p : x � y2u. Les résultats suivants décrivent Q�2

p et Q�
p{Q�2

p .

Théorème 2 Supposons p � 2, et soit x � pnu P Q�
p avec n P Z et u P U . Pour que x soit un carré dans Qp

il faut et il su�t que n soit pair et que l'image ū de u dans U{U1 � F�p soit un carré.

Démonstration :
Écrivons u � °�8

k�0 ckp
k avec 0 ¤ ck   p, et c0 � 0. On remarque que ū � c0. Supposons qu'il existe

y � pmv P Q�
p , avec m P Z et v P U , tel que y2 � x. Alors n � 2m donc n est pair et, si v � b pmod pq, on a

c0 � b2 pmod pq. Réciproquement, supposons que n � 2m et c0 � b2 pmod pq (b P Z�). Notons F le polynôme
X2 � u; on a F pbq � 0 pmod pq et F 1pbq � 2b � 0 pmod pq, donc par le lemme de Hensel il existe v P Zp tel
que F pvq � 0 et v � b pmod pq. Ainsi x � ppmvq2. m

Corollaire 3 Si p � 2 alors le groupe Q�
p{Q�2

p est isomorphe à Z{2Z � Z{2Z, et il admet pour système de
représentants t1, p, u, upu où u P U est tel que sont image dans U{U1 n'est pas un carré.

Démonstration :
C'est immédiat.
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Théorème 3 Pour qu'un élément x � 2nu P Q�
2 , avec n P Z et u P U , soit un carré dans Q�

2 il faut et il su�t
que n soit pair et que u � 1 pmod 8q.

Démonstration :
Supposons que x soit un carré dans Q�

2 . Alors n � 2m donc n est pair et, comme le carré d'un nombre impair
est toujour congru à 1 modulo 8, on a u � 1 pmod 8q. Réciproquement, supposons que n � 2m et u � 1
pmod 8q. Notons F le polynôme X2�u; on a F p1q � 0 pmod 8q et F 1p1q � 2 � 0 pmod 4q, donc par le lemme
de Hensel il existe v P Z2 tel que F pvq � 0 et v � 1 pmod 4q. Ainsi x � ppmvq2. m

Corollaire 4 Le groupe Q�
2{Q�2

2 est isomorphe à Z{2Z � Z{2Z � Z{2Z, et il admet pour système de repré-
sentants t�1,�5,�2,�10u.

Démonstration :
Par le théorème précédent, le système des résidus 1,3,5,7 modulo 8 est un système de représentants des classes
résiduelles du quotient du groupe des unités 2-adiques par le sous-groupe de ses carrés. On ajoute alors à ce
système les produits de ces résidus par 2.

Théorème 4 Le groupe Q�2
p est un sous-groupe ouvert de Q�

p .

Démonstration :
Cela résulte des théorèmes 2 et 3. Soit x � pnu P Q�2

p avec n P Z et u P U . Supposons d'abord p � 2. Notons
B la boule ouverte de Q�

p de centre x et de rayon p�n. Soit y � pmv P Q�
p , avec n P Z et u P U , tel que y P B.

On a donc dpx, yq   p�n. Comme la distance que l'on a dé�nie sur Qp est ultramétrique, on a nécéssairement
m � n. Puis, pour que l'inégalité soit stricte, on doit avoir x � y pmod pq, donc y est un carré de Q�

p . Dans le
cas où p � 2 la démonstation est similaire, il faut juste considérer une boule de rayon plus petit (p�n�2). m



Chapitre 4

Symbole de Hilbert.

4.1 Propriétés locales.

Dans ce paragraphe k désigne soit un corps Qp, soit R.

Dé�nition 4 Soient a, b P k�. On pose :

pa, bq �
#

1 si z2 � ax2 � by2 � 0 a une solution non nulle dans k3

�1 sinon.

Le nombre pa, bq s'appelle le symbole de Hilbert de a et b, relativement à k.

On voit facilement que symbole de Hilbert dé�nit une application de k�{k�2 � k�{k�2 dans t1,�1u.
Proposition 9 Soient a, b P k� et kb � kp?bq.

Pour que pa, bq � 1, il faut et il su�t que a apartienne au groupe Npk�b q des normes (relativement à kb{k)
des éléments de k�b .

Démonstration :
L'extension kb{k est de degré 1 où 2. Si elle est de degré 1 alors il existe c P k� tel que c2 � b et, d'une part
l'équation z2 � ax2 � by2 � 0 admet pour solution pc, 0, 1q donc pa, bq � 1, d'autre part a P k� � Npk�b q.
Supposons maintenant que rkb : ks � 2 et désignons par β une racine carré de b. Si a P Npk�b q alors il existe
s, t P k tels que a � s2 � bt2 et alors ps, 1, tq est solution de l'équation z2 � ax2 � by2 � 0 donc pa, bq � 1.
Réciproquement, si pa, bq � 1 alors il existe px, y, zq P k3ztp0, 0, 0qu tel que z2 � ax2 � by2 � 0, et x � 0 sinon
b serait un carré et l'extension serait de degré 1 ; on en conclut que a est norme de z

x
� β y

x
. m

Proposition 10 Pour tout a, a1, b P K le symbole de Hilbert véri�e :
1) pa, bq � pb, aq et pa, b2q � 1 ;

2) pa,�aq � 1 et pa, 1� aq � 1 ;

3) si pa, bq � 1 alors paa1, bq � pa1, bq ;

4) pa, bq � pa,�abq � pa, p1� aqbq.
Démonstration :
La formule 1q est évidente. Pour démontrer la formule 2q il su�t de remarquer que si b � �a (resp. b � 1�a)
alors l'équation z2 � ax2 � by2 � 0 a pour solution p0, 1, 1q (resp. p1, 1, 1q) ; on a donc pa, bq � 1. Passons à 3q.
Si pa, bq � 1 alors, d'après la proposition 9, on a a P Npk�b q ; par multiplicativité de la norme on a a1 P Npk�b q
si et seulement si aa1 P Npk�b q, ce qui démontre 3q. En�n 4q résulte de 1q, 2q et 3q. m

15
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Lemme 3 Soit v P U et supposons que l'équation z2 � px2 � vy2 � 0 a une solution non triviale dans Q3
p.

Alors elle a une solution pz, x, yq telle que z, y P U et x P Zp.

Démonstration :
D'après la proposition 8, l'équation considérée a une solution primitive pz, x, yq. Montrons que z, y P U .
Supposons que ce ne soit pas le cas, c'est-à-dire que p divise y ou z. Alors z2 � vy2 � 0 pmod pq, mais v � 0
pmod pq, donc y � 0 pmod pq et z � 0 pmod pq, d'où px2 � 0 pmod p2q, ce qui montre que p divise aussi x
contrairement au caractère primitif de pz, x, yq. m

Dé�nition 5 On dé�nit deux fonctions, ε et ω respectivement de l'ensemble des entiers impairs dans Z{2Z
par les formules :

εpnq � n� 1

2
pmod 2q �

#
0̄ si n � 1 pmod 4q
1̄ si n � �1 pmod 4q

ωpnq � n2 � 1

8
pmod 2q �

#
0̄ si n � �1 pmod 8q
1̄ si n � �5 pmod 8q

Proposition 11 Les fonctions ε et ω sont des morphismes de groupes respectivement de pZ{4Zq�, pZ{8Zq�
sur Z{2Z.

Démonstration :
La véri�cation est immédiate.

Théorème 5 Si k � R alors on a pa, bq � 1 si et seulement si a ou b est strictement positif.
Si k � Qp et si on écrit a � pαu, b � pβv avec u, v P U alors on a :
pa, bq � p�1qαβεppqpu

p
qβpv

p
qα si p � 2 ;

pa, bq � p�1qεpuqεpvq�αωpvq�βωpuq si p � 2 ;
où on a noté pu

p
q le symbole de Legendre p ū

p
q où ū désigne la réduction de u dans U{U1 � F�p ; et εpuq, ωpuq

désignent respectivement la classe modulo 2 de
u� 1

2
et de

u2 � 1

8
.

Démonstration :
Le cas où k � R est trivial. On suppose maintenant que k � Qp avec p � 2. Il est clair que les exposants α et
β n'interviennent que par leur résidu modulo 2, et par symétrie du symbole de Hilbert il n'y a que trois cas
à considérer : pα, βq P tp0, 0q, p1, 0q, p1, 1qu.

Supposons que α � 0, β � 0. Il faut véri�er que pu, vq � 1. Considérons la forme quadratique f sur Qp

dé�nie par fpX1, X2, X3q � X2
1�uX2

2�vX2
3 , son discriminant est uv P U . Notons π : Zp Ñ Z{pZ l'application

qui a x P Zp associe sa première composante. Par le corollaire 1, pour montrer que pu, vq � 1 il su�t de montrer
que l'équation z2�πpuqx2�πpvqy2 � 0 a une solution non nul dans F3

p. Fixons z P F�p . Comme u et v sont dans
U , les nombres πpuq et πpvq sont dans F�p , et les ensembles A :� tz2�πpuqx2, x P Fpu et B :� tπpvqy2, y P Fpu
sont en bijection avec l'ensenble des carrés de Fp, ils sont donc de cardinal p�1

2
, or p�1

2
� p�1

2
� p�1 ¡ p � |Fp|

donc les ensembles A et B ne peuvent être disjoints et l'équation z2�πpuqx2�πpvqy2 � 0 a une solution non
nul dans F3

p.
Supposons que α � 1, β � 0. Il faut véri�er que ppu, vq � pv

p
q. D'après le cas précédent on a pu, vq � 1, et

d'après la proposition 10 3q on a alors ppu, vq � pp, vq. Il su�t donc de véri�er que pp, vq � pv
p
q. C'est immédiat

si v est un carré dans Zp, les deux termes étant égaux à 1. Sinon on a pv
p
q � �1 et nous allons montrer au

moyen du lemme 3 que pp, vq � �1. Supposons que pp, vq � 1, alors par le lemme 3 il existe pz, x, yq avec
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z, y P U et x P Zp tel que z2 � px2 � vy2 � 0. On a alors v � py
z
q2p1 � pp z

y
q2px

y
q2q ce qui montre que pv

p
q � 1.

Finalement on a bien pp, vq � pv
p
q.

Supposons que α � 1, β � 1. Il faut véri�er que ppu, pvq � p�1qpp�1q{2pu
p
qpv
p
q. Or les formules 4q et 1q de le

proposition 10 montre que ppu, pvq � ppu,�p2uvq � ppu,�uvq. On utilise ensuite le cas précédent, la linéarité
du symbole de hilbert et le fait que p�1

p
q � p�1qpp�1q{2 pour écrire :

ppu, pvq � p�uv
p
q � p�1

p
qpu
p
qpv
p
q � p�1qpp�1q{2pu

p
qpv
p
q.

On passe maintenant au cas de Q2. Ici encore, α et β n'interviennent que par leur résidu modulo 2, et il
y a trois cas à considérer.

Supposons α � 0, β � 0. Il faut véri�er que pu, vq � 1 si u ou v est congru à 1 modulo 4, et que pu, vq � �1
sinon. Supposons u � 1 pmod 4q (u et v jouent des rôles symétriques), on a alors u � 1 pmod 8q ou u � 5
pmod 8q. Dans le premier cas u est un carré dans Q2 d'après le théorème 3 et alors pu, vq � 1. Dans le second
cas u� av est un carré dans Q2 car u� av � 5� 4 � 1 pmod 8q, il existe donc w P U tel que w2 � u� 4v et
alors pw, 1, 2q est une solution non nulle de l'équation z2 � ux2 � vy2 � 0 et on a bien pu, vq � 1. Supposons
maintenant que u et v ne sont pas congrus à 1 modulo 4, alors il sont congru à -1 modulo 4 car ce sont des
unités 2-adiques. Nous allons montrer que pu, vq � �1 par le lemme 3. Si pz, x, yq est une solution primitive
de l'équation z2 � ux2 � vy2 � 0 alors on a z2 � x2 � y2 � 0 pmod 4q, mais les carrés de Z{4Z sont 0 et 1
donc on doit avoir x, y, z congrus à 0 modulo 2, contrairement à l'hypothèse de primitivité. On a donc bien
pu, vq � �1 dans ce cas.

Supposons α � 1, β � 0. Il faut véri�er que p2u, vq � p�1qεpuqεpvq�ωpvq. Nous allons montrer que p2u, vq �
p2, vqpu, vq et que p2, vq � p�1qωpvq (par le cas précédent on a déjà pu, vq � p�1qεpuqεpvq). On commence par
montrer que p2, vq � p�1qωpvq c'est-à-dire que p2, vq � 1 si et seulement si v � �1 pmod 8q. D'après le lemme
3, si p2, vq � 1 alors il existe x, y, z P Z2 tels que z2 � 2x2 � vy2 � 0 et y, z P U . On a y2 � z2 � 1 pmod 8q
(car ce sont des carré dans Z2), d'où v � 1 � 2x2 pmod 8q. Mais les carrés de Z{8Z sont 0,1 et 4, donc
v � �1 pmod 8q. Réciproquement, si v � 1 pmod 8q alors v est un carré dans Q2 et p2, vq � 1; si v � �1
pmod 8q, alors �v est un carré de Q2 donc p2,�vq � 1 et par la proposition 10 on a p2, vq � p2,�v2q � p2,�1q
or l'équation z2 � 2x2 � y2 � 0 a pour solution p1, 1, 1q P Q�3

2 donc p2, vq � 1. Il reste à montrer que
p2u, vq � p2, vqpu, vq. D'après la proposition 10 c'est vrai si p2, vq � 1 ou pu, vq � 1q. Il rest donc à véri�er le
cas où p2, vq � pu, vq � �1. Dans ce cas on a alors v � 3 pmod 8q d'après ce que l'on vient de démontrer, et
u est congru à 3 ou -1 modulo 8 car il ne doit pas être un carré dans Q2. On peut écrire v � 3s2 où s P Q�

2 ;
en e�et, comme U est un groupe on a w :� 3v�1 P U donc v � 3w�1, mais v � 3 pmod 8q donc w�1 � 1
pmod 8q, ainsi w�1 est un carré. De même on peut écrire u � 3t2, u � �t12, v � �5s12 avec t, t1, s1 P Q�

2 , et
par la proposition 10 on a alors pu, vq � p�1, 3q ou pu, vq � p3,�5q. Or les équations z2 � 2x2 � 3y2 � 0 et
z2 � 6x2 � 5y2 � 0 ont pour solution p1, 1, 1q donc on a bien pu, vq � 1.

Supposons maintenant α � 1, β � 1. Il faut véri�er que p2u, 2vq � p�1qεpuqεpvq�ωpuq�ωpvq. Or, d'après la
proposition 10, le cas précédent et la proposition 11 on a :

p2u, 2vq � p2u,�4uvq � p2u,�uvq � p�1qεpuqεp�uvq�ωp�uvq
� p�1qεpuqpεp�1q�εpuq�εpvqq�ωp�1q�ωpuq�ωpvq

Or �1 � p1, 3, 7, . . . q donc εp�1q � 1, ωp�1q � 0 et εpuqp1� εpuqq � 0, d'où la formule attendue. m

Théorème 6 Le symbole de Hilbert est une forme bilinéaire non dégénérée sur le F2-espace vectoriel k�{k�2.

Démonstration :
La bilinéarité résulte immédiatement des formules du théorème précédent et du fait que ε et ω sont des
morphismes. Pour montrer que cette forme est non dégénérée il su�t d'exhiber pour chaque a P k�{k�2zt1u
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un élément b tel que pa, bq � �1. Nous avons indiqué des systèmes de représentants pour les di�érents Q�
p{Q�2

p

aux théorèmes 3 et 4. Dans le cas p � 2 on considère u P U tel que p ū
p
q � �1 et pour a valant successivement

p, u, up on prend pour b respectivement u, p, u. Dans le cas de Q�
2{Q�2

2 on remarque que pour u P t1, 5,�1,�5u
on a 2u P t2, 6,�2,�6u et que p5, 2uq � �1 (car εp5q � 0 et ωp5q � 1), p�1,�1q � p�1,�5q � �1. m

4.2 Propriétés globales.

Le corps Q se plonge comme sous-corps dense dans chacun des corps Qp et R. Si a, b P Q� on note pa, bqp
(resp. pa, bq8) le symbole de Hilbert de leurs images dans Qp (resp. R). On désigne par V la réunion de
l'ensemble des nombre premiers et du symbole 8, et on note Q8 � R.

Théorème 7 (Formule du produit.) Si a, b P Q�, alors on a pa, bqv � 1 pour presque tout v P V et¹
vPV
pa, bqv � 1.

Démonstration :
Puisque les symboles de Hilbert sont bilinéaires il su�t de démontrer la formule du produit lorsque a et b sont
égaux à -1 ou a un nombre premier. On utilisera le théorème 5 dans chaque cas. Notons l et l1 deux nombres
premiers.

Si a � b � �1, alors on a p�1,�1q8 � p�1,�1q2 � �1 et p�1,�1qv � 1 pour v P V zt2,8u, et le produit
est bien égal à 1.

Supposons que a � �1 et b � l. Si l � 2 alors on a p�1, 2qv � 1 pour tout v P V. Si l � 2 alors on a
p�1, lqv � 1 pour tout v P V zt2, lu et p�1, lq2 � p�1, lql � p�1qεplq et le produit est bien égal à 1.

Supposons que a � l et b � l1. Si l � l1 alors, par la formule 4q de la proposition 10, on a pl, lqv � p�1, lqv
pour tout v P V et on est ramené au cas précédent. Supposons maintenant que l � l1. Si l1 � 2 alors on a
pl, 2qv � 1 pour tout v P V zt2, lu et pl, 2q2 � p�1qωplq, pl, 2ql � p2

l
q � p�1qωplq, donc le produit vaut bien 1. Si

l et l1 sont distincts et di�érent de 2, alors on a pl, l1qv � 1 pour tout v P V zt2, l, l1u et

pl, l1q2 � p�1qεplqεpl1q, pl, l1ql � p l
1

l
q, pl, l1ql1 � p l

l1
q;

mais d'après la loi de réciprocité quadratique on a p l1
l
qp l
l1
q � p�1qεplqεpl1q, donc le produit est bien égal à 1. m

Lemme 4 (lemme d'aproximation) Soit S une partie �nie de V. L'image de Q dans
±

vPS Qv est dense
dans ce produit (pour la topologie produit de celles des Qv).

Démonstration :
Quitte a agrandir S on peut supposer que 8 P S, on note alors S � t8, p1, . . . , pnu où les pi sont des nombres
premiers distincts. Il s'agit de montrer que Q est dense dans R �Qp1 � � � � �Qpn mais comme Zpi est dense
dans Qpi pour tout i � 1, . . . , n, il su�t de montrer que Q est dense dans A :� R � Zp1 � � � � � Zpn . Soit
px8, x1, . . . , xnq P A, et �xons un réel ε ¡ 0 et un entier N ¥ 0. On cherche x P Q tel que :

|x� x8| ¤ ε et vpipx� xiq ¥ Npour tout i � 1, . . . , n.

Comme les pi sont distincts, le lemme chinois in dique qu'il existe x0 P Z tel que x0 � xi pmod pNi q pour tout
i � 0, . . . , N ; on a alors vpipx0 � xiq ¥ N pour tout i � 0, . . . , N. Soit q un nombre premier n'appartenant
pas a S. L'ensemble B :� t a

qm
, a P Z,m P N�u est dense dans R (la démonstration est similaire à celle de la

densité des nombres décimaux dans R). On peut donc choisir u P B tel que :

|x0 � x8 � upN1 . . . p
N
n | ¤ ε.

Le nombre rationnel x0 � upN1 . . . p
N
n est alors solution du problème. m

Le résultat suivant est admis.
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Lemme 5 (progression arithmétique (Dirichlet)) Soient a et m deux entiers strictement positifs pre-
miers entre eux. Il existe une in�nité de nombres premiers p tels que p � a pmod mq.

Théorème 8 Soit paiqiPI une famille �nie d'éléments de Q� et soit pεi,vqiPV,vPV q une famille de nombres
appartenant à t1,�1u. Pour qu'il existe x P Q� tel que pai, xqv � εi,v pour tout i P V et v P V, il faut et il
su�t que les trois conditions suivantes soient véri�ées :

1) presque tous les εi,v sont égaux à 1 ;

2) pour tout i P I, ±vPV εi,v � 1;

3) pour tout v P V , il existe xv P Q�
v , tel que pour tout i P I on ait :pai, xvqv � εi,v.

Démonstration :
La nécessité de 1q et 2q résulte de la formule du produit ; celle de 3q est triviale (prendre xv � x). Récipro-
quement, on suppose que la famille pεi,vqiPV,vPV q véri�e 1q, 2q et 3q. Par la proposition 10, quitte à multiplier
les ai par le carré d'un entier, on peut supposer que tous les ai sont entiers. Soit S le sous-ensemble de V
formé de 8, 2 et des facteurs premiers des ai, et soit T :� tv P V, Di P I, εi,v � �1u. Les ensembles S et T sont
clairement �nis. On distingue deux cas.

Supposons pour l'instant que S X T � H. Posons :

a �
¹

lPT,l�8,2
l et m � 8

¹
lPSzt2,8u

l.

Puisque SXT � H et que 2 ne divise pas a, les entiers a et m sont premiers entre eux, et, d'après le théorème
de la progression arithmétique, il existe un nombre premier p tel que p � a pmod mq. En particulier p ne
divise ni a ni m, donc p R S Y T. Nous allons voir que x :� ap est solution du problème c'est-à-dire que
pai, xqv � εi,v pour tout pi, vq P I � V.

Supposons d'abord que v P S, on a alors εi,v � 1 puisque S X T � H, et il faut véri�er que pai, xqv � 1
pour tout i P I. Cela est vrai si v � 8 car x ¡ 0. Si v est un nombre premier l, on a x � ap � a2 pmod mq,
d'où x � a2 pmod 8q (car 8 divise m) et x � a2 pmod lq (car l divise m). Or a est une unité l-adique (car
l R T ), p est une unité l-adique (car p R S et l P S) donc x est aussi une unité l-adique ; les théorèmes 2 et
3 montrent alors que x est un carré dans Q�

l et on a bien pai, xqv � 1. Supposons maintenant que v � l R S;
alors pour tout i P I, ai est une unité l-adique. Comme l � 2 on a :

pai, bql � pai
l
qvlpbq pour tout b P Q�

l .

Si l R T Y tpu, alors x est une unité l-adique, donc vlpxq � 0 et la formule ci-dessus montre que pai, xql � 1;
d'autre part, on a εi,l � 1 puisque l R T. Si l P T, on a vlpxq � 1; d'autre part la condition 3q montre qu'il
existe xl P Q�

l tel que pai, xlq � εi,l pour tout i P I. Comme l P T il existe j P I tel que εj,l � �1 et on a
vlpxlq � 1 pmod 2q, d'où :

pai, xql � pai
l
q � pai, xlql � εi,l pour tout i P I.

On considère en�n le cas où l � p, que l'on ramène aux autres grâce à la formule du produit :

pai, xqp �
¹

vPV ztpu
pai, xqv �

¹
vPV ztpu

εi,v � εi,p.

Cela achève le cas où S X T � H.



20 CHAPITRE 4. SYMBOLE DE HILBERT.

On passe maintenant au cas général. Les carré de Q�
v forment un sous-groupe ouvert de Q�

p (cf. théorème 4)
donc, d'après le lemme 4, il existe x1 P Q� tel que pour tout v P S, x1{xv soit un carré dans Q�

v . On a en
particulier :

pai, x1qv � pai, xvqv � εi,v pour tout v P S.

Posons alors, pour tout i P I et v P V, ηi,v � εi,vpai, x1qv. La famille pηi,vqi,vq véri�e les conditions 1q, 2q, 3q
(pour 1q et 2q on utilise la formule du produit, et pour 3q on considère x1xv), et en plus on a i, v � 1 si v P S.
Par le cas précédent il existe yQ� tel que pai, yqv � ηi,v pour tout i P I et tout v P V. Alors il est clair que
x :� yx1 véri�e pai, xqv � εi,v pour tout i P V et v P V. m



Chapitre 5

Formes quadratiques sur Qp.

5.1 Résultats généraux sur les formes quadratiques.

Nous ne rappelerons pas tous les résultats sur les formes quadratiques, on suppose connu les notions de
formes quadratiques sur un K-espace vectoriel où K est un corps, d'orthogonalité, d'isotropie. Nous citons
seulement quelques résultats liés aux plans hyperboliques et un théorème sur les bases �contiguës� (c'est-à-
dire qui ont un élément en commun). Nous considérons un espace quadratique pkn, fq de dimension �nie n
sur un corps k de caractéristique 0, la forme bilinéaire associée à la forme quadratique f est noté   ., . ¡ . Si
f 1 est une forme quadratique sur kn équivalente à f on note f � f 1.

Dé�nition 6 On appelle plan hyperbolique tout espace quadratique ayant une base formée de deux éléments
isotropes x, y tels que   x, y ¡� 0. Une forme quadratique f sur k2 est dite hyperbolique si l'espace quadratique
pk2, fq est hyperbolique.

Dans la dé�nition précédente, quitte à multiplier y par 1
 x,y¡ , on peut même supposer que   x, y ¡� 1.

Proposition 12 Soit x un élément isotrope non nul d'un espace quadratique non dégénéré V :� pkn, fq, où
n ¥ 2. Il existe alors un sous-espace U de kn qui contient x et qui est un plan hyperbolique.

Corollaire 5 Si pkn, fq est non dégénéré de dimension n ¥ 2 et contient un vecteur isotrope non nul alors
on a fpknq � k.

Dé�nition 7 On dit qu'une forme quadratique f sur kn représente a P k s'il existe x P k{t0u tel que fpxq � a.

Précisons la notation �somme orthogonale� que nous allons employer dans la suite. Si n,m P N� et si f
et f 1 sont deux formes quadratiques respectivement sur kn et km, on dé�nit la forme quadratique f ` f 1 sur
kn�m par :

pf ` f 1qpx1, . . . , xn�mq � fpx1, . . . , xnq � f 1pxn�1, . . . , xn�mq.

On dé�nit aussi f a f 1 :� f ` p�f 1q.
Les deux résultats précédents donnent alors la proposition suivante.

Proposition 13 Si f représente 0 et est non dégénérée alors il existe deux formes quadratiques h et g, avec
h hyperbolique, tels que f � h` g. De plus f représente tout élément de k.

Corollaire 6 On suppose n ¥ 3. Soient g une forme quadratique non dégénérée en n� 1 variables, a P k� et
aZ2 la forme quadratique sur k : z ÞÑ az2. Les assertions suivantes sont équivalentes :

21
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1) La forme g représente a.

2) On a g � h` aZ2, où h est une forme en n� 2 variables.

3) La forme f :� g a aZ2 représente 0.

Corollaire 7 Soient g et h deux formes non dégénérées de rang au moins 1, et soit f :� g a h. Si a P k, on
note aZ2 la forme quadratique sur k : z ÞÑ az2. Les assertions suivantes sont équivalentes :

1) La forme f représente 0.

2) Il existe a P k� qui est représenté par g et par h.

3) Il existe a P k� tel que g a aZ2 et ha aZ2 représentent 0.

On termine avec un résultat qui nous servira à déterminer un invariant d'une forme quadratique.

Théorème 9 Supposons V non dégénéré de dimension au moins 3, et soient e� pe1, . . . , enq, e1 � pe11, . . . , e1nq
deux bases orthogonales de V. Il existe un entier m et m� 1 bases orthogonales de V, ep0q, . . . , epmq, telles que
ep0q � e, epmq � e1, et telles que epiq soit contiguë à epi�1q (c'est-à-dire que ces deux bases ont un éléments en
commun) pour 0 ¤ i   m.

5.2 Formes quadratiques sur Qp.

Dans cette partie p désigne un nombre premier, k désigne un corps Qp, et f est une forme quadratique
non dégénérée sur k. Soit B � pe1, . . . , enq une base orthogonale de pkn, fq. Notons, pour i � 1, . . . , n,
ai �  ei, ei ¡, et posons :

εf pBq �
¹
i j
pai, ajq.

On sait déjà que le discriminant de f, dpfq P k � {k�2, est un invariant de f, c'est-à-dire que si f 1 est une forme
quadratique équivalente à f alors dpfq � dpf 1q. Montrons que εpBq est aussi un invariant de f.

Théorème 10 Le nombre εf pBq ne dépent pas du choix de la base orthogonale B.

Démonstration :
Notons εpBq � εf pBq. Si n � 1 alors εpBq � 1 pour toute base orthogonale B de pk, fq (on convient qu'un
produit indexé par l'ensemble vide vaut 1). Si n � 2 on a les équivalence suivante (on note B � pe1, e2q et
a1 �  e1, e1 ¡, a2 �  e2, e2 ¡) :

εpBq � 1 ô pa1, a2qp � 1 ô La forme pZ,X, Y q ÞÑ Z2 � a1X
2 � a2Y

2 représente 0.

ô La forme pX, Y q ÞÑ a1X
2 � a2Y

2 représente 1.

ô Il existe x P k2 tel que fpxq � 1.

Mais la dernière assertion ne dépend pas de la base choisie. On raisonne ensuite par récurrence sur n P N�.
Soit n ¥ 3; on suppose que, étant donné un espace quadratique de dimension n � 1, si F et F 1 sont deux
bases orthogonales de cet espace alors εpFq � εpF 1q. Soient B � pe1, . . . , enq et B1 � pe11, . . . , e1nq deux bases
orthogonales de pkn, fq, montrons que εpBq � εpB1q. D'après le théorème 9 on peut supposer que B et B1 sont
contiguë. Vu la symétrie du symbole de Hilbert, εpBq ne change pas si l'on permute des éléments de B, on
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peut donc supposer que e1 � e11. On note ai �  ei, ei ¡ et a1i �  e1i, e
1
i ¡ pour i � 1, . . . , n. On a a1 � a11 et

on peut écrire :

εpBq � pa1, a2 . . . anqp
¹

2¤i j
pai, ajqp � pa1, a

2
1a2 . . . anqp

¹
2¤i j

pai, ajqp

� pa1, a1dpfqqp
¹

2¤i j
pai, ajqp.

De même
εpBq1 � pa1, a1dpfqqp

¹
2¤i j

pa1i, a1jqp.

Mais l'hypothèse de récurrence appliquée à l'orthogonal de e1 montre que¹
2¤i j

pai, ajqp �
¹

2¤i j
pa1i, a1jqp,

d'où le résultat. m
Nous écrirons donc εpfq au lieu de εpBq. Passons maintenant à la représentation d'un élément de k par

une forme quadratique.

Lemme 6 Notons r le nombre d'éléments du F2-espace vectoriel k�{k�2 (on a vu que r � 2 si p � 2 et r � 3
si p � 2).

a) Soient a P k�{k�2 et ε P t�1u. Soit Hε
a :� tx P k�{k�2, px, aqp � εu. Si a � 1, alors H1

a a 2r éléments
et H�1

a � H. Si a � 1 alors Hε
a a 2r�1 éléments.

b) Soient a, a1 P k�{k�2 et ε, ε1 P t�1u; on suppose que Hε
a et H

ε1

a sont non vides. Pour que Hε
aXHε1

a � H,
il faut et il su�t que a � a1 et ε � ε1.

Démonstration :
Montrons aq. Le cas où a � 1 est trivial. Supposons a � 1. Le morphisme b ÞÑ pa, bqp applique k�{k�2 sur
t�1u, son noyau H1

a est donc un hyperplan de k�{k�2 et a donc 2r�1 éléments ; son complémentaire H�1
a a

aussi 2r�1 éléments vu les valeurs possible de r. Montrons maintenant bq. Compte tenu de aq, si Hε
a et Hε1

a1

sont non vides et disjoints alors ils ont nécessairement 2r�1 éléments chacun et sont complémentaires l'un de
l'autre. Cela entraîne H1

a � H1
a1 , d'où px, aqp � px, a1qp pour tout x P k�{k�2. Comme le symbole de Hilbert

est non dégénéré, on en déduit a � a1, puis ε � ε1 évidement. La réciproque est triviale. m

Soit f une forme quadratique non dégénérée sur kn. Notons d � dpfq et ε � εpfq. Nous omettrons l'indice
p, correspondant au corps k, dans l'écriture des symboles de Hilbert

Théorème 11 Pour que f représente 0, il faut et il su�t que l'une des conditions suivantes soit véri�ée :
� n � 2 et d � �1 (dans k�{k�2) ;

� n � 3 et p�1,�dq � ε;

� n � 4 et, soit d � 1, soit d � 1 et ε � p�1,�1q;

� n ¥ 5.

Démonstration :
En se plaçant dans une base orthogonale pour f on peut supposer que f est de la forme fpX1, . . . , Xnq �
a1X

2
1 �� � ��anX2

n avec a1, . . . , an P k�. Si n � 1 alors f ne représente pas 0 car f est supposée non dégénérée.
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Supposons que n � 2. Alors f représente 0 si et seulement si �a1
a2

est un carré. Or, dans k�{k�2, on a
�a1
a2

� �a1a2 � �d, donc f représente 0 si et seulement si �d � 1 c'est-à-dire d � �1.
Supposons que n � 3. Alors f représente 0 si et seulement si la forme �a3f représente 0, c'est-à-dire si et

seulement si p�a3a1,�a3a2q � 1. En développant on obtient :

p�1,�1qp�1, a1qp�1, a2qpa3, a3qpa1, a2qpa1, a3qpa2, a3q � 1.

Mais d'après la proposition 10 on a pa3, a3q � p�1, a3q. On réécrit alors la condition précédente sous la forme :

p�1,�1qp�1, a1a2a3qpa1, a2qpa1, a3qpa2, a3q � 1,

ou encore p�1,�dqε � 1, c'est-à-dire p�1,�dq � ε.
Supposons que n � 4. D'parès le corollaire 7, f représente 0 si et seulement si il existe x P k�{k�2 qui est

représenté par les formes

pX1, X2q ÞÑ a1X
2
1 � a2X

2
2 et pX3, X4q ÞÑ �a3X

2
3 � a4X

2
4 .

D'après le cas n � 2 du corollaire suivant (qui n'utilise pas le cas que nous somme en train de démontrer) un
tel x est caractérisé par les conditions

px,�a1a2q � pa1, a2q et px,�a3a4q � p�a3,�a4q.
Soient A :� tx P k�{k�2, px,�a1a2q � pa1, a2qu et B :� tx P k�{k�2, px,�a3a4q � p�a3,�a4qu. Pour que f
ne représente pas 0, il faut et il su�t qu que A X B � H. Or A et B ne sont pas vides (a1 P A et �a3 P B).
D'après la partie bq du lemme 6, la relation AXB � H équivaut donc à :

a1a2 � a3a4 et pa1, a2q � �p�a3,�a4q.
La première condition signi�e que d � 1. Si elle est réalisée, on a ε � pa1, a2qpa3, a4qpa3a4, a3a4q, et en utilisant
la relation ”px, xq � p�1, xq” (proposition 10 4q) on en déduit :

ε � pa1, a2qpa3, a4qp�1, a3a4q � pa1, a2qp�a3,�a4qp�1,�1q.
On voit ainsi que la seconde condition s'écrit ε � �p�1,�1q, d'où le résultat.

Supposon n ¥ 5. On voit immédiatement qu'il su�t de traiter le cas n � 5. En utilisant le lemme 6 et le
cas n � 2 du corollaire suivant, on voit qu'une forme de rang 2 représente au moins 2r�1 éléments de k�{k�2,
et il en est a fortiori de même pour les formes de rang plus grand que 2. Comme 2r�1 ¥ 2, f représente au
moins un éléments a P k�{k�2 qui est distinct de d. D'après le corollaire 6 f est alors équivalente à aX2 ` g
où aX2 : x ÞÑ ax2 et g est une forme quadratique de rang 4. Le discriminant de g est égal à d{a � 1, donc,
d'après le cas n � 4, la forme g représente 0. Il en est alors de même de f. m

Corollaire 8 Soit a P k�{k�2. Pour que f représente a, il faut et il su�t que l'une des conditions suivantes
soit véri�ée :

� n � 1 et a � d;

� n � 2 et pa,�dq � ε;

� n � 3 et, soit a � �d, soit a � �d et p�1,�dq � ε;

� n ¥ 4.

Démonstration :
Soit a P k�{k�2 et considérons les formes sur k aZ2 : z ÞÑ az2 et fa :� f a aZ2. D'après le corollaire 6, fa
représente 0 si et seulement si f représente a. Or on a immédiatement dpfaq � �ad et εpfaq � p�a, dqpε. On
applique alors le théorème précédent à fa. m



Chapitre 6

Théorème de Hasse-Minkowski.

Soit f une forme quadratique sur Q. On note encore V la réunion de l'ensemble des nombres premiers et
du symbole 8. Pour tout v P V, l'injection QÑ Qv (avec Q8 � R) permet de considérer f comme une forme
quadratique (que nous noterons fv) sur Qv.

Théorème 12 (Hasse-Minkowski) Soit f une forme quadratique sur Q non dégénérée. Pour que f repré-
sente 0, il faut et il su�t que, pour tout v P V, la forme fv représente 0.

La nécéssité est immédiate. Avant de démontrer la su�sance on indique quelques remarques et rappels.

Notons n le rang de f. Quitte à changer de base (en prenant une base orthogonale pour f) on peut supposer
que f est de la forme

fpX1, . . . , Xnq � a1X
2
1 � � � � � anX

2
n, a1, . . . , an P Q�.

On associe à f les invariants suivants :
� Le discriminant dpfq P Q�{Q�2 égal à a1 . . . an.

� Les invariants de fv (v P V ) seront notés dvpfq et εvpfq; dvpfq est l'image de dpfq par l'injection
Q�{Q�2 Ñ Q�

v{Q�2
v ; on a

εvpfq �
¹
i j
pai, ajqv.

La formule du produit entraîne la relation ¹
vPV

εvpfq � 1.

� La signature pr, sq de la forme quadratique réelle f8.
Démonstration :
Supposons que pour tout v P V la forme fv représente 0, et montrons que f représente 0. On considère
séparément les cas n � 1, 2, 3, 4, et ¥ 5.

Le cas n � 1 est trivial : f représente 0 si, et seulement si f est identiquement nulle, et il en est de même
pour f8.

Le cas n � 2. Quitte à remplacer f par a1f on peut supposer a1 � 1. On écrit fpX1, X2q � X2
1 � aX2

2 .
Comme f8 représente 0, le nombre a est strictement positif. Notons P l'ensemble des nombres premiers et
écrivons a sous la forme a � ±pPP p

vppaq. Pour tout p P P , comme fp représente 0, il existe x, y P Qp avec
y � 0 tels que x2 � ay2 � 0, donc a � px

y
q2 est un carré dans Qp et donc vppaq est pair. Ainsi a est un carré

dans Q et f représente bien 0.

25



26 CHAPITRE 6. THÉORÈME DE HASSE-MINKOWSKI.

Le cas n � 3. Quitte à remplacer f par a1f on peut supposer a1 � 1. On a fpX1, X2, X3q � X2
1�aX2

2�bX2
3 .

Quitte à multiplier a et b par des carrés, ce qui ne change pas les symboles de Hilbert par la proposition 10,
on peut les supposer entiers sans facteurs carrés (c'est-à-dire que pour tout p P P on a vppaq P t0, 1u et de
même pour b). De plus, quitte à échanger les variables X2 et X3 on peut supposer |a| ¤ |b|.

On raisonne alors par récurrence sur l'entierm � |a|�|b| ¥ 2. Sim � 2, on a fpX1, X2, X3q � X2
1�X2

2�X2
3 ;

le cas X2
1 � X2

2 � X2
3 étant exclu car f8 représente 0, et dans les autres cas f représente bien 0 (il y a des

solutions évidentes).
Soit m ¡ 2, c'est-à-dire |b| ¥ 2, supposons le résultat vrai pour tout m1   m (c'est-à-dire que le théorème

de Hasse-Minkowski est vrai pour toute forme quadratique équivalente à pX1, X2, X3q ÞÑ X2
1 � a1X2

2 � b1X2
3

où |a1| � |b1|   m). Écrivons b sous la forme b � �p1 . . . pk où les pi, i � 1, . . . , k sont des nombres premiers
distincts. Soit i P t1, . . . , ku et notons p � pi; nous allons voir que a est un carré modulo p. C'est immédiat
si a � 0 pmod pq. Sinon, a est une unité p-adique ; par hypothèse il existe pz, x, yq P Q3

p{tp0, 0, 0qu tel que
z2�ax2� by2 � 0, de plus, par la proposition 8 on peut supposer pz, x, yq P Z3

p et que pz, x, yq est primitif. On
a z2 � ax2 � 0 pmod pq. Donc si x � 0 pmod pq, il en est de même de z et alors p2 divise by2 donc p divise y
contrairement au fait que pz, x, yq est primitif. On a donc x � 0 pmod pq et a est un carré modulo p (a � p z

x
q2

pmod pq). Comme, par le lemme chinois, Z{bZ �±k
i�1 Z{piZ, on voit que a est un carré modulo |b|. Il existe

donc des entiers t, b1 tel que t2 � a � bb1 et on peut choisir t tel que |t2| ¤ |b| � 1 (car t0̄, . . . , ¯|b| � 1u est un
système de représentant de Z{bZ) et donc tel que |t| ¤ |b|

2
. La formule bb1 � t2 � a montre que bb1 est une

norme de l'extension kp?aq{k, où k � Q ou Qv. On conclut, par la proposition 9 que f représente 0 dans k
si et seulement s'il en est de même de f 1 où f 1pX1, X2, X3q � X2

1 � aX2
2 � b1X2

3 . En particulier f 1 représente
0 dans chacun des Qv. Mais on a :

|b1| � |t
2 � a

b
| ¤ |b|

a
� 1   |b| puisque |b| ¥ 2.

Écrivons b1 � b2u2 avec b2, u entiers et b2 sans facteurs carrés ; on a |b2| ¤ |b1|   |b|. L'hypothèse de récurrence
s'applique donc à f2 où f2pX1, X2, X3q � X2

1 � aX2
2 � b2X2

3 . Ainsi f
2 représente 0, et il en est de même de f 1

puis de f. Ceci achève la récurrence et démontre le cas n � 3.
Le cas n � 4. On a :

fpX1, . . . , X4q � aX2
1 � bX2

2 � pcX2
3 � dX2

4 q.
Soit v P V. Puisque fv représente 0, le corollaire 7 montre qu'il existe xv P Q�

v qui est représenté à la fois par
aX2

1 � bX2
2 et par cX2

3 � dX2
4 ; d'après le corollaire 8 (qui s'applique également à Q8 � R), cela revient à dire

que l'on a :

pxv,�abqv � pa, bqv et pxv,�cdqv � pc, dqv.
Comme

±
vPV pa, bqv �

±
vPV pc, dqv � 1, on peut appliquer le théorème 8 et l'on conclut qu'il existe x P Q� tel

que :

px,�abqv � pa, bqv et px,�cdqv � pc, dqv pour tout v P V.
La forme aX2

1 � bX2
3 �xZ2 représente alors 0 dans chacun des Qv donc dans Q d'après le cas n � 3 démontré

précédement. Ainsi x est représenté dans Q par aX2
1 � bX2

2 , et le même argument s'applique à cX2
3 � dX2

4 , ce
qui montre que f représente 0.

Le cas n ¥ 5. On raisonne par récurrence sur n. Soit n ¥ 5; on suppose que le théorème de Hasse-Minkowski
est vrai pour toute les formes quadratiques en n � 1 variables ou moins. On écrit f sous la forme f � h � g
avec h � a1X

2
1 � a2X

2
2 et g � �pa3X

2
3 � � � � � anX

2
nq.

Soit S la partie de V formée de 8, 2 et des nombres premiers p tels que vppaiq � 0 pour au moins un
i ¥ 3; c'est un ensemble �ni puisqu'il n'y a qu'un nombre �ni de ai. Soit v P S. Puisque fv représente 0,
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il existe av P Q� qui est représenté dans Qv par h et par g. Il existe donc xvi P Qv, i � 1, . . . , n, tels que :
hpxv1, xv2q � av � gpxv3, . . . , xvnq. Mais les carrés de Q�

v forment un ensemble ouvert de Q�
v (théorème 4), donc

par le lemme d'aproximation 4 il existe x1, x2 P Q tels que ,si a � hpx1, x2q, on ait a{av P Q � v�2 pour tout
v P S. Considérons maintenant la forme f1 :� k a g, où k : z ÞÑ az2. Si v P S alors g représente av dans
Qv, il existe py3, . . . , ynq P Qn�3

v tel que gpy3, . . . , ynq � av, mais a{av P Q�2
v donc il existe w P Q�

v tel que
w2 � a{av, donc gpy3w, . . . , ynwq � a; on en conclut que f1 représente 0 dans Qv. Si v R S alors les coe�cients
�a3, . . . ,�an de g sont des unités v-adiques ; il en est donc de même de dvpgq, de plus, comme v � 2 on a
εvpgq � 1 (par le théorème 5). Comme le rang de g vaut au moins 3, le théorème 11 montre que g représente
0. Dans tous les cas on voit que f1 représente 0 dans Qv; comme le rang de f1 est n � 1, l'hypothèse de
récurrence indique que f1 représente 0 dans Q, c'est-à-dire que g représente a dans Q. Comme h représente
a dans Q on obtient bien que f représente 0 sur Q. m

Corollaire 9 Soit f une forme quadratique sur Q non dégénérée, et soit a P Q�. Pour que f représente a
(dans Q), il faut et il su�t qu'il en soit ainsi dans chacun des Qv, v P V.

Démonstration :
Cela résulte immédiatement du théorème de Hasse-Minkowski, appliqué à la forme aZ2 � f.

Corollaire 10 Une forme quadratique sur Q non dégénérée de rang n ¥ 5 représente 0 si et seulement si elle
est indé�nie (c'est-à-dire si f8 représente 0).

Démonstration :
En e�et, d'après le théorème 11, une telle forme représente 0 dans chacun des Qp et on applique le théorème
de Hasse-Minkowski.

Terminons cette partie par une application. Soient n, p P N�. On dit que n est somme de p carrés s'il
existe des entiers n1, . . . , np tels que n � n2

1 � � � � � n2
p. Nous allons déterminer les entiers qui sont somme de

trois ou quatre carrés.

Lemme 7 Soit a P Q�. Pour que a soit représenté sur Q par la forme f : pX1, X2, X3q ÞÑ X2
1 �X2

2 �X2
3 , il

faut et il su�t que a soit strictement positif et que �a ne soit pas un carré dans Q2.

Démonstration :
D'après le corollaire 9, il faut exprimer le fait que a est représenté sur Qv par fv pour tout v P V. Le cas de
R donne immédiatement la condition "a ¡ 0". Soit p un nombre premier, les invariants locaux dppfq et εppfq
sont égaux à 1. Si p � 2 alors on a :

p�1, dppfqqp � p�1,�1qp � 1 � εppfq;

le corollaire 8 montre alors que a est représenté par fp sur Qp. Si p � 2 on a p�1,�d2pfqq2 � �1 � ε2pfq et le
corollaire 8 montre que a est représenté par f2 si et seulement si a est di�érent de -1 dans Q�

2{Q�2
2 , c'est-à-dire

si �a n'est pas un carré de Q2. m

Lemme 8 (Davenport-Cassels) Soit p P N� et soit A � pai,jq1¤i,j¤p une matrice symétrique dé�nie
positive à coe�cients entiers. On note f la forme quadratique associée à A. On suppose que pour tout
x � px1, . . . , xpq P Qp, il existe y P Zp tel que fpx � yq   1. Alors, si n est représenté par f sur Q, n
est aussi représenté par f sur Z.

Démonstration :
Si x � px1, . . . , xpq et y � py1, . . . , ypq sont deux éléments de Qp, on note x.y :� °

1 ¤ i, j ¤ pai,jxiyj
leur produit scalaire. On a x.x � fpxq. Soit n un entier représenté par f sur Q. Il existe t P N� tel que
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t2n � fpxq � x.x avec x P Zp. Toute partie non vide de N� admettant un minimum, on choisir t et x de telle
sorte que t soit minimal ; nous faisons donc cette hypothèse, nous allons montrer que t � 1, ce qui prouvera
le lemme. D'après l'hypothèse du lemme, il existe y P Zp tel que x

t
� y � z, avec z.z   1. Si z.z � 0 alors

z � 0 et donc x
t
est a composantes entières. Vu la minimalité de t, cela entraîne t � 1. Supposons que l'on ait

z.z � 0, et posons :

a � y.y � n b � 2pnt� x.yq t1 � at� b x1 � ax� by.

On a a, b, t1 P Z et :

x1.x1 � a2x.x� 2abx.y � b2y.y � a2t2n� abp2nt� bq � b2pn� aq
� npa2t2 � 2abt� b2q
� t12n.

D'autre part :

tt1 � at2 � bt � t2y.y � nt2 � 2nt2 � 2tx.y � t2y.y � 2tx.y � x.x

� pty � xq.pty � xq
� t2z.z,

d'où t1 � tz.z. Mais 0   z.z   1 donc 0   t1   t, ce qui contredit la minimalité de t. m

Théorème 13 Pour qu'un entier strictement positif n soit somme de trois carrés, il faut et il su�t qu'il ne
soit pas de la forme 4ap8b� 1q, avec a, b P Z.

Démonstration :
Par le théorème 3, la condition �n est de la forme 4ap8b� 1q� équivaut à dire que �n est un carré dans Q�

2 .
Notons f la forme quadratique sur Q dé�nie par fpX1, X2, X3q � X2

1 � X2
2 � X2

3 . Alors,par le lemme 7, la
forme f représente n sur Q. Mais f est évidement dé�nie positive, de matrice a coe�cients entiers, de plus,
pour tout x � px1, x2, x3q P Q3 on peut choisir y � py1, y2, y3q P Z3 tel que |xi � yi| ¤ 1{2 (i � 1, 2, 3) et on a
fpx� yq ¤ 3{4   1. On conclut alors par le lemme 8 que n est somme de trois carrés. m

Théorème 14 Tout entier positif est somme de quatre carrés.

Démonstration :
Soit n un entier strictement positif (0 est bien somme de quatre carrés). On écrit n sous la forme n � 4am où
m n'est pas divisible par 4. Si m est congru a 1,2,3,5 ou 6 modulo 8 alors m est somme de trois carrés par le
théorème précédent, et un nombre somme de trois carrés est évidement aussi somme de quatre carrés. Sinon,
on a m � �1 pmod 8q, et m�1 est somme de trois carrés donc, comme 1 � 12, m est somme de quatre carrés
et n aussi (car 4a � 22a est un carré). m



Chapitre 7

Compléments.

Dans ce chapitre nous aborderons d'autres équations diophantiennes que celles dé�nies par un polynôme
homogène de degré 2, notamment l'équation 3X3 � 4Y 3 � 5Z3 � 0 qui montre que le théorème de Hasse-
Minkowski ne se généralise pas aux polynômes homogènes de degré 3, ainsi que les systèmes d'équations
diophantiennes de degré 1 pour lesquels il existe une méthode de résolution systématique.

7.1 Contre-exemples au principe �local-global�.

Si pEq désigne une équation diophantienne dont on cherche des solutions rationnelles, on dit que le principe
�local-global� s'applique à pEq si l'a�rmation �Si pEq admet une solution non nulle sur R et sur Qp pour tout
nombre premier p, alors pEq admet une solution non nulle sur Q.� est vraie. Le théorème de Hasse-Minkowski
nous donne un cas où le principe �local-global� s'applique, et dans cette partie nous allons donner deux
exemples où ce principe ne s'applique pas. Le premier exemple est élémentaire, quand au deuxième il montre
que le théorème de Hasse-Minkowski ne se généralise pas aux polyômes homogènes de degré 3.

Proposition 14 L'équation

px2 � 2qpx2 � 17qpx2 � 34q � 0 (7.1)

admet une solution (non nulle) sur R et sur Qp pour tout nombre premier p, mais elle n'a pas de solution sur
Q.

Démonstration :
Il est évident que (7.1) a une solution réelle mais pas de solution rationnelle. Considérons maintenant un
nombre premier p et montreons qu'au moins l'un des nombres 2,17,34 est un carré dans Qp, ce qui montrera
que (7.1) possède une solution dans Qp. Pour cela on utilise les théorèmes 2 et 3. Comme 17 � 1 � 24 � 1
pmod 8q, 17 est un carré dans Q2. Comme 2 � 62 pmod 17q, 2 est un carré dans Q17. On suppose alors
p � 2, 17. Comme p2

p
qp17

p
q � p34

p
q, on en déduit que si 2 et 17 ne sont pas des carrés dans Qp alors 34 est un

carré dans Qp, donc (7.1) a bien une solution dans Qp.

Le contre-exemple suivant, dû à Selmer, est beaucoup plus di�cile et nous n'en donnerons pas une preuve
détaillée. On trouvera dans le livre de Henri Cohen [2] une étude approfondie des équations diophantiennes
de la forme axp � byp � czp � 0.

Théorème 15 L'équation

3X3 � 4Y 3 � 5Z3 � 0 (7.2)

admet une solution non nulle dans R3 et dans Q3
p pour tout nombre premier p, mais n'admet pas de solution

non nulle dans Q3.

29
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Démonstration :
Montrons que l'équation (7.2) admet localement des solutions non nulles. Il y a évidement des solutions réelles,
par exemple p1, p3

4
q 1
3 , 0q. Soit p un nombre premier ; nous allons montrer que (7.2) admet une solution non

nulle sur Zp à l'aide du lemme de Hensel 1. Si p � 3 alors l'équation 4y3�5 � 0 a une solution modulo 33 � 27
(il s'agit de 2) et comme v3p3 � 4 � 22q � 1 avec 2 � 1   3 le lemme de Hensel prouve qu'il existe y0 P Z3

tel que 4y3
0 � 5 � 0. Alors p0, y0,�1q est une solution de (7.2) dans Z3. Si p � 5 alors 2 est solution modulo

5 de l'équation 4y3 � 3 � 0 donc par le lemme de Hensel il existe y0 P Z5 tel que 4y3
0 � 3 � 0 et p1, y0, 0q est

solution de (7.2) dans Z5. On suppose maintenant que p R t3, 5u. S'il existe a P pZ{pZq� tel que 3 � a3 alors
1
a
est une solution modulo p de 3x3 � 1 � 0, donc il existe x0 P Zp tel que 3x3

0 � 1 � 0 et alors px0, 1,�1q est
une solution de (7.2) dans Zp. Si 3 n'est pas un cube dans pZ{pZq�, alors le groupe des cubes de pZ{pZq�,
que nous noterons pZ{pZq�3, est d'indice 3, et t1, 3, 9u est un système de représentants de pZ{pZq�{pZ{pZq�3.
On considère alors les trois cas suivant :

� Si 5 est un cube, alors 5z3 � 1 � 0 a une solution modulo p donc il existe z0 P Zp tel que 5z3
0 � 1 � 0 et

p�1, 1, z0q est une solution de l'équation (7.2) dans Zp.

� Si 5
3
est un cube, alors 5z3 � 3 � 0 a une solution modulo p donc il existe z0 P Zp tel que 5z3

0 � 3 � 0 et
p�1, 0, z0q est une solution de l'équation (7.2) dans Zp.

� Si 5
9
est un cube, alors t3 � 15 � 0 a une solution modulo p donc il existe t0 P Zp tel que t30 � 15 � 0 et

p3t0, 5,�7qq est une solution de l'équation (7.2) dans Zp.

Indiquons maintenant comment montrer que (7.2) n'a pas de solution rationnelle non nulle. En écrivant (7.2)
sous la forme p2yq3�6x3 � 10p�zq3 on remarque qu'il su�t de montrer que l'équation x3�6y3 � 10z3 n'a pas
de solution non nulle sur Q; supposons que pa, b, cq soit une telle solution, quitte à éliminer les dénominateurs
on peut supposer que a, b et c sont entiers et premiers entre eux dans leur ensemble. Alors abc � 0 et on a
pa� b 3

?
6qpa2 � ab 3

?
6� b2 3

?
36q � 10c3. Il convient donc d'étudier la structure de OK :� Zr 3

?
6s, pour montrer

que cette égalité est impossible. On procède de la manière suivante.
Étape 1 : On montre que Zr 3

?
6s est l'anneau des entiers du corps de nombres K :� Qr 3

?
6s, et que son

discriminant est �22 � 35.

Étape 2 : On montre que OK est principal. Au cours de cette étape on est ammené à factoriser ppq pour
p P t2, 3, 5, 7u : on écrit p2q � p3

2, p3q � p3
3, p5q � p5p25 et p7q � p7p

1
7p

2
7.

Étape 3 : On montre que pa� b 3
?

6, a2 � ab 3
?

6� b2 3
?

36q � p2.

Étape 4 : On montre que pa� b 3
?

6q est inclu dans p5 mais pas dans p5q.

Étape 5 : On a pa � b 3
?

6qpa2 � ab 3
?

6 � b2 3
?

36q � p3
2p5p25c

3 et à l'aide des étapes 3 et 4 on en déduit
qu'il existe α P OK et u P O�

K te que a� b 3
?

6 � p2� 3
?

6qp1� 3
?

6qα3u.

Étape 6 : En utilisant le théorème des unités de Dirichlet on montre que l'on peut supposer que
u � p p2� 3?6q3

2
qk avec k P t0, 1, 2u.

Étape 7 : En multipliant par 2k la relation obtenue à l'étape 5 on obtient 2kpa� b 3
?

6q � p2� 3
?

6qp1�
3
?

6qβ3, où β � p2 � 3
?

6qkα. On écrit alors β sous la forme A � B 3
?

6 � C 3
?

36 avec A,B,C P Z, et en
comparant les coe�cients devant 3

?
36 on obtient :

0 � A3 � 6B3 � 36C3 � 36ABC � 9pA2B � 6B2C � 6C2Aq � 6pAB2 � 6BC2 � CA2q.
En�n, on en en déduit que A � B � C � 0 et donc que a � b � 0, ce qui est absurde.
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7.2 Les équations diophantiennes homogènes de degré 1.

7.2.1 Une équation.

Soient k P N�, pa1, . . . , akq P Zkzp0, . . . , 0q, b P Z et considérons l'équation diophantienne :

a1x1 � � � � � akxk � b. (7.3)

(7.4)

Proposition 15 Soient a1, . . . , ak, d des éléments d'un anneau principal A. Si d est un pgcd de a1, . . . , ak
alors il existe pu1, . . . , ukq P Ak tel que d � a1u1 � � � � � akuk.

Démonstration :
Si d est un pgcd de a1, . . . , ak alors il appartient à a1A � � � � � akA, d'où l'existence de u1, . . . , uk. Récipro-
quement, supposons que d � a1u1� � � �� akuk. Soit d0 un pgcd de a1, . . . , ak. On a d P a1A� � � �� akA � d0A
et donc d0 divise d. De plus d est un diviseur commun de a1, . . . , ak donc un diviseur de d0. Finalement d et
d0 sont associés donc d est un pgcd de a1, . . . , ak.

Corollaire 11 (théorème de Bézout) Pour que des éléments a1, . . . , ak d'un anneau principal A soient
premiers entre eux dans leur ensemble, il faut et il su�t qu'il existe pu1, . . . , ukq P Ak tel que 1 � a1u1 � � � � �
akuk.

Démonstration :
On applique la proposition précédente avec d � 1 qui divise a1, . . . , ak.

Proposition 16 Une condition nécéssaire est su�sante pour que (7.3) admette au moins une solution est
que pgcdpa1, . . . , akq divise b.

Démonstration :
Notons d ce pgcd et ai �: da1i pour i � 1, . . . , n. Si on a une solution px1, . . . , xnq alors d

°n
i�1 a

1
ixi � b donc d

divise b. Réciproquement si d divise b on note b �: db1 et on peut écrire (7.3) sous la forme
°n
i�1 a

1
ixi � b1. Or

pgcdpa11, . . . , a1nq � 1 donc par le théorème de Bézout il existe pu1, . . . , unq P Zn tel que
°n
i�1 a

1
iui � 1, d'où°n

i�1 a
1
ib
1ui � b1 qui donne la solution pb1u1, . . . , b

1unq.

Proposition 17 On considère l'équation ax � by � c où pa, b, cq P Z3 et pgcdpa, bq � 1. Soient px0, y0q une
solution de l'équation, a1 � a

d
et b1 � b

d
. L'ensemble des solutions de cette équation est tpx0�kb, y0�kaq, k P Zu.

Démonstration :
Soit px, yq une solution de l'équation. On a ax � by � c et ax0 � by0 � c donc par soustraction apx � x0q �
bpy� y0q � 0 or a est premier avec b par hypothèse donc a divise py� y0q : il existe k P Z tel que y� y0 � ka.
On a alors apx � x0q � bka � 0 donc x � x0 � kb. Réciproquement, pour tout k P Z, px0 � kb, y0 � kaq est
bien solution de l'équation.

Dans le cas à deux variables admettant une solution on peut toujours trouver une solution par l'algorithme
d'Euclide étendu.

Exemple :
L'équation 56x � 15y � 1 admet pour solution particulière p�4, 15q et l'ensemble des solutions de cette
équation est tp�4� 15k, 15� 56kq, k P Zu.
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On peut généraliser la méthode exposée dans la démonstration de la proposition 17.

Exemple :
On considère l'équation 20x � 15y � 45z � 175. On commence par réduire cette équation sous la forme
équivalente pEq 4x� 3y � 9z � 35, avec cette fois-ci pgcdp4, 3, 9q � 1.

On remarque que p8, 1, 0q est solution de pEq, et on considère une solution px, y, zq de pEq. Par soustraction
de ces deux solutions on obtient 4px � 8q � 3py � 1q � 9z � 0, or 3 est premier avec 4 donc 3 divise x � 8;
on écrit x � 8 � 3α. On obtient alors y � 1 � 4α � 3z. Réciproquement on véri�e que pour tout pα, zq P
Z2 p3α � 8, 1� 4α � 3z, zq est solution de pEq.

7.2.2 Systèmes d'équations linéaires

Dans cette partie on considère deux entiers strictement positifs n et m, une matrice M P Mn,mpAq où A
est un anneau principal, un vecteur B PMn,1 et on cherche X PMm,1 véri�ant :

MX � B (7.5)

(7.6)

On commence par un théorème de réduction.

Théorème 16 (Réduction de Smith) Il existe deux matrices inversibles P P GLnpAq, Q P GLmpAq et une
matrice D � pdi,jqi,j P Mn,mpAq quasi-diagonale (c'est-à-dire di,j � 0 pour i � j), telles que M � PDQ et
di,i divise di�1,i�1 pour tout i P rr1,minpn,mqss.
De plus, si M � P 1D1Q1 est une autre décomposition de cette nature alors pour tout i P rr1,minpn,mqss les
scalaires di,i et d

1
i,i sont associés.

Démonstration :
On commence par la partie �unicité�. Notons r � minpn,mq et pour k ¤ r notons DkpMq le pgcd

des mineurs d'ordre k de la matrice M. Par la formule de Binet-Cauchy DkpMq � DkpDq � DkpD1q or
DkpDq � d1,1 . . . dk,k donc d1,1 . . . dk,k � ukd

1
1,1 . . . d

1
k,k avec uk P A� (et ce, pour tout k P rr1, rss). Donc d1,1 et

d11,1 sont associés. Comme A est intègre, on a aussi d1k,k � u�1
k uk�1dk,k, donc dk,ket d1k,k sont associés.

Passons maintenant à la partie �existence�. Ce qui précède montre que les dj,j sont déterminés par les
égalités d1,1 . . . dj,j � DjpMq. En particulier d1,1 est le pgcd des coe�cients de M. La première étape consiste
donc à trouver une matrice M 1 � pm1

i,jqi,j équivalente à M telle que m1
1,1 soit égale à ce pgcd.

On commence par construire une suite de matrices équivalentes M ppq, p P N, avec M p0q �M et telles que
m
ppq
1,1 divise mpp�1q

1,1 . Pour passer de N � pni,jqi,j :�M pp�1q à M ppq il y a quatre cas :

� 1) si n1,1 divise n1,1, . . . , n1,j�1 mais ne divise pas n1,j. Alors d :� pgcdpn1,1, n1,jq s'écrit d � un1,1�vn1,j

(dans l'anneau principal A). Notons w � �nj,1
d

et z � n1,1

d
et dé�nissons une matrice Q � pqi,jqi,j P

GLmpAq par :
qk,l � δlk, sauf si tk, lu Y t1, ju;
q1,1 � u, qj,1 � v, q1,j � w, qj,j � z.

Alors M ppq :�M pp�1qQ convient, car mppq
1,1 � d divise n1,1 � m

pp�1q
1,1 .

� 2) si n1,1 divise tous les n1,j ainsi que n1,1, . . . , ni�1,1 mais ne divise pas ni,1. Ce cas est symétrique au
précédent, une multiplication à droite par P P GLmpAq fournit M ppq, avec mppq

1,1 � pgcdpn1,1, ni,1q divise
m
pp�1q
1,1 .
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� 3) si n1,1 divise tous les n1,j et tous les ni,1 mais ne divise pas un ni,j avec i, j ¥ 2. Alors ni,1 � an1,1.
Dé�nissons une matrice P � ppi,jqi,j P GLnpAq par :
-pk,l � δlk, sauf si tk, lu Y ti, 1u;
-p1,1 � a� 1, pi,1 � 1, p1,i � �1, pi,i � 0.
Posant alors N 1 � PN, on a n11,1 � n1,1 et n11,j � pa � 1qn1,j � ni,j. Nous sommes donc ramenés au

premier cas, et il existe une matrice équivalente M ppq, avec mppq
1,1 � pgcdpn11,1, n11,jq � pgcdpn1,1, ni,j qui

divise n1,1 � m
pp�1q
1,1 .

� 4) si n1,1 divise tous les coe�cients de la matrice N. Dans ce cas on pose M ppq :�M pp�1q.
Il est essentiel de noter que, dans les trois premiers cas, mppq

1,1, qui divise m
pp�1q
1,1 , ne lui est pas associé.

Comme A est principal, il est noethérien et donc les éléments de la suite
�
m
ppq
1,1

�
p¥0

sont tous associés à par-

tir d'un certain rang q. On est alors dans le dernier cas : mpqq
1,1 divise tous les mpqq

i,j . On a mpqq
i,1 � aim

pqq
1,1 et

m
pqq
1,j � bjm

pqq
1,1. Soit alors P � ppi,jqi,j P GLnpAq et Q � pqi,jqi,j P GLmpAq les matrices dé�nies par :

pi,i � 1, pi,1 � �ai si i ¥ 2, pi,j � 0 sinon ;
qj,j � 1, q1,j � �bj si j ¥ 2, qi,j � 0 sinon.
La matrice M 1 :� PM pqqQ est équivalente à M pqq donc à M. Elle est de la forme :

M 1 �

�
����
m 0 . . . 0
0
... M2

0

�
���


où m divise tous les coe�cients de M2.
On peut alors montrer le théorème par récurrence sur r � minpn,mq.
L'analyse précédente montre que le résultat est vrai pour r � 1.
Si r ¥ 2 et si le résultat est vrai à l'ordre r � 1 alors on applique l'hypothèse de récurrence au facteur
M2 PMpn�1q�pm�1q de la réduction ci-dessus : il existe P 2 P GLn�1pAq et Q2 P GLm�1pAq telles que P 2M2Q2

soit quasi-diagonale.
On pose alors P 1 � diagp1, P 2q et Q1 � diagp1, Q2q qui sont inversibles et on obtient une matrice quasi-
diagonale P 1M 1Q1 équivalente à M 1 donc à M. Ceci achève la récurrence. m

Remarque 2 Le plus grand entier i tel que di,i � 0 est le rang de M.

Corollaire 12 On considère le système (7.5) dans l'anneau Z. Soit pP,Qq P GLnpZq � GLmpZq et D P
Mn�mpZq comme dans le théorème précédent. Notons pb11, . . . , b1nqt � P�1B P Zn. Alors le système p�q n'a pas
de solution si b1i � 0 pour i ¥ r � 1 (r � rgpAq) et dans le cas contraire l'ensemble des solutions est :

tQ�1p b
1
1

d1

, . . . ,
b1r
dr
, xr�1, . . . , xmqt; pxr�1, . . . , xmq P Zm�ru.

Démonstration :
On note M � PDQ et si X est une solution de (7.5) alors on a P�1A1Q�1X � B puis on multiplie à gauche
par diagpd1,1, . . . , dr,r, 0, . . . , 0qP. On remarque alors que l'on obtient bien le résultat voulu.

Pour obtenir P�1 et Q�1, on e�ectue sur la matrice M des opérations élémentaires du type :
� échanger deux lignes ou deux colonnes ;
� ajouter à une ligne (resp. une colonne) a fois une autre ligne (resp. colonne), où a P Z.
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On e�ectue ces opérations sur les lignes (resp. colonnes) dans le même ordre sur In (resp. Im) pour obtenir la
matrice P�1 (resp. Q�1).

Exemple :
L'ensemble des solutions de 3x� 5y � 4z � 0 est tke1 � le2; pk, lq P Z2u où e1 � p�5,�3, 0q et e2 � p8, 4, 1q.
En e�et, on a : �

3 �5 �4
�Ñ I3

�
3 1 �4

� pC2 Ð C2 � 2C1q Ñ
�
�1 2 0

0 1 0
0 0 1

�



�
1 3 �4

� pC1 Ø C2q Ñ
�
�2 1 0

1 0 0
0 0 1

�



�
1 0 0

� pC2 Ð C2 � 3C1etC3 Ð C3 � 4C1q Ñ
�
�2 �5 8

1 �3 4
0 0 1

�

� Q�1

Exemple :
L'ensemble des solutions du système #

7x� 5y � z � 0

2x� 2y � 3z � 0

est tp13k,�19k,�4kq, k P Zu.

7.2.3 Conclusion

Nous avons vu deux types d'équations diophantiennes qui peuvent être résolues de manière systématique :
les systèmes d'équations diophantiennes linéaires, qui se résume a une réduction matricielle, et les équations
polynômiales homogènes de degré 2. Dans le cas d'une équation P pX1, . . . , Xnq � 0 avec n ¥ 2 et p P
ZrX1, . . . , Xns homogène de degré deux, on commence par étudier l'existence d'une solution non triviale à
l'aide du théorème de Hasse-Minkowski. Pour cela, on peut soit utiliser le théorème 11, soit étudier l'équation
sur les corps �nis et essayer de relever les solutions dans les corps Qp avec le lemme de Hensel (sans oublier
d'étudier le cas réel). On obtient alors l'existence, ou non, d'une solution non triviale dans Qn, mais ce projet
n'a pas présenter d'algorithme pour calculer e�ectivement une telle solution. De tels algorithmes existent, un
exemple pour le cas à trois indéterminées est donné dans [2]. Partant d'une solution non triviale on détermine
un paramétrage rationnel de l'hypersurface d'équation P px1, . . . , xn�1, 1q � 0 (après permutation éventuelle
des indéterminées) ; ceci est toujours possible dans le cas où P est de degré 2 en faisant l'interscection de cette
hypersurface avec des droites de pentes rationnelles passant par le point solution déterminé précédement. Ce
paramétrage rationnel nous donne alors les autres solutions.
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